DRZAVNO NATJECANIE 1Z MATEMATIKE
Pore¢, 12. - 14. travnja 2018.

8. razred - rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN

1. Kada bi bilo koji od brojeva a, b, ¢ bio jednak 0, onda bi i preostali brojevi morali biti jednaki nuli,
dakle (0, 0, 0) je jedna uredena trojka.
Kada bi brojevi a, b, ¢ bili razli¢iti od nule, tada ab = ciac =b=a(ab)=b=a’h=b.

Podijelivsi dobiveni izraz s b # 0 slijedi a®> =1=>a==+1.
Promotrimo dva slucaja:

1) a=1=Db=c i bc=1 pa su rjesenja uredene trojke (1, 1, 1) i (1, —1, —1).
2.) a=-1=Db=-C i bc=-1 pa su rjeSenja uredene trojke (— 1, 1, —1)i (-1, —1, 1).

Ukupno ima 5 uredenih trojki realnih brojeva koji zadovoljavaju uvjete zadatka.

2. Brod je prvo plovio sat vremena brzinom od 36 km/h, dakle presao je 36 km prema sjeveru. Prema
istoku je presao takoder 36 km, brzinom od 72 km/h.
Za to mu je trebalo dvostruko manje vremena, dakle 0.5 sata.

Brzinom 72 km/h plovio je ponovno prema sjeveru i to 10 minuta ili % sata.

U trecoj etapi presao je 72 : 6 km = 12 km.
Putanja broda moze se prikazati skicom:

D
12
C
36 36
A <$E

Udaljenost od luke (to¢ka A) do cilja (tocka D) moze se izra¢unati iz pravokutnog trokuta AED s
katetama 36 i 48, primjenom Pitagorinog poucka, tj. brod je od luke udaljen 60 km.

Prosjeénu brzinu izracunat ¢emo tako da ukupnu duljinu puta koju je brod presao podijelimo s
vremenom plovidbe. Prvih 36 km presao je za 1 h, drugih 36 km za pola sata, a posljednjih 12 km
za 10 minuta.
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Dakle, brod je ukupno presao 84 km, a za to mu je trebalo 1+ % + % =g sata.

Prosjecna brzina je 84 :2 km/h = % km/h = 50.4 km/h.

3. Najprije odredimo najmanji prirodan broj k; takav da vrijedi da je zbroj kvadrata bilo kojih k;
uzastopnih prirodnih brojeva djeljiv brojem 5.

Analizirajmo ostatke kvadrata prirodnih brojeva pri dijeljenju brojem 5. Neka je | prirodan broj i
n = 5l. Tada je:

n® =251>=5.5|%,

(n+1)" = (51 +1)* = 251% +101 +1=5(5I2 + 21) +1,

(n+2)° = (51 +2)* =251 + 201 +- 4 =5(5I + 4l) + 4,

(n+3)>=(51+3)> = 251> +301 +9=5(51* + 61 +1) + 4,

(n+4)* = (51 +4)* = 251 + 40l +16 =5(51% + 81 + 3) +1.

1z gore navedenog slijedi da je zbroj kvadrata bilo kojih 5 uzastopnih prirodnih brojeva djeljiv
brojem 5. 1)
S obzirom da su ostaci kvadrata prirodnog broja pri dijeljenju brojem 5 redom 1, 4, 4, 1, 0, itd.,
najmanji prirodan broj k; takav da vrijedi da je zbroj kvadrata bilo kojih k, uzastopnih prirodnih

brojeva djeljiv brojem 5 je upravo k, =5. (Ocito je k, =1, jer mozemo uzeti broj koji nije djeljiv
brojem 5, k; # 2, jer mozemo npr. uzeti dva susjedna od kojih je jedan djeljiv brojem 5, k; =3,

jer mozemo uzeti brojeve koji daju ostatke 1, 4 i 4 pri dijeljenju brojem 5, k; # 4, jer mozemo uzeti
Cetiri uzastopna broja medu kojima je i onaj djeljiv brojem 5.)

Odavde slijedi i da je zbroj kvadrata uzastopnih prirodnih brojeva djeljiv brojem 5 ako i samo ako tih
brojeva ima 5i, gdje je i prirodan broj.

Odredimo sada najmanji prirodan broj k, takav da vrijedi da je zbroj kvadrata bilo kojih k,
uzastopnih prirodnih brojeva djeljiv brojem 3. Najprije, neka je m = 3l, gdje je | prirodan broj.
Tada je:

m? =91* =3.3I7,

(m+1)" =(31+1)° =91? + 61 +1=3(31% +21) +1,

(m+2)2 =(3l +2)2 =91% +121 +4=3(31° + 41 +1) +1.

S obzirom da su ostaci kvadrata prirodnog broja pri dijeljenju brojem 3 redom 1, 1, 0, 1, 1, 0, itd.,
zbroj tri uzastopna kvadrata daje ostatak 2 pri dijeljenju brojem 3 pa iz havedenog slijedi da je zbroj
kvadrata bilo kojih 9 uzastopnih prirodnih brojeva djeljiv brojem 3, 2
a najmanji prirodan broj k, takav da vrijedi da je zbroj kvadrata bilo kojih k, uzastopnih prirodnih

brojeva djeljiv brojem 3 je upravo k, =9. (Ocito je k, =1, jer mozemo uzeti broj koji nije djeljiv
brojem 3, k, =4, jer mozemo uzeti dva broja djeljiva brojem 3, k, =5, jer mozemo uzeti samo jedan
broj djeljiv brojem 3, k, = 7,8, jer mozemo uzeti tri broja djeljiva brojem 3, a o€ito je k, #2,3,6, jer
ni za koja dva, tri i Sest kvadrata uzastopnih brojeva zbroj nije djeljiv brojem 3.)

Odavde slijedi i da je zbroj kvadrata uzastopnih prirodnih brojeva djeljiv brojem 3 ako i samo ako tih
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brojeva ima 9i, gdje je i prirodan broj.

1z (1) i (2) slijedi da je zbroj kvadrata bilo kojih 45 uzastopnih prirodnih brojeva djeljiv brojem 15.
Budu¢i da je 45 najmanji zajednicki viSekratnik brojeva 5 i 9, broj k = 45 je i traZeni minimalni
broj. Naime, za bilo koji broj m < 45, vrijedi da nije djeljiv ili brojem 5 ili brojem 9 pa, prema gore
navedenom, ne moze dijeliti zbroj kvadrata prvih m prirodnih brojeva.

Primjedba: Moguce ostatke kvadrata pri dijeljenju brojem 5, odnosno brojem 3, mozemo ispitati
i ovako:

(5k+1)" =25k? +10n+1, (5k +2)° = 25k> £40n +4, odnosno (3k +1) =9k + 6k +1.

4, Prvi naéin:

B~ P 32

Uz oznake kao na slici neka je |AP| = v.
Trokuti AS;DA i AS;EA su sliéni po KK poucku, pa vrijedi:
16:r=(v-16):(v—r—2-16)
16:r=(v-16):(v—r—-32)
16(v—r—32)=r(v-16)
16v—16r —512=rv-16r
16v—rv=>512
v(16—-r)=512
512

T16-r
Trokuti AS1DA i ACPA su sliéni po KK poucku, pa vrijedi:
32:16=b:(v-16)
2:1=b:(v-16)
b=2v-32

Uvrstavanjem V = 1512 u prethodnu jednakost dobivamo:
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512

b=2-
16—r

-32

1024 -32-16+32r
- 16—-r
b 512 +32r
16—-r
b 32(16+r)
16-r
Primjenom Pitagorinog poucka na trokut ACPA dobivamo:
b? =v® +32°

2 2
[32(16+ r)} :[ 512 ) 32
16—r 16—r

16+r)’ 2
g2 (1600 812 o g
(16-r)> (16-r)
@6+r)> 16
(16-r)> (16-r)
16+ 1) =256+ (16 —r)°
256 +32r + 1’ = 256 + 256 — 32r + r*
64r = 256
r=4cm
Duljina polumjera druge kruznice je 4 cm.

b

_+1 /-(16-r)

Drugi nadin:

B~ P 32
Trokuti AS;DA i ACPA su sli¢ni po KK poucku, pa vrijedi:
32:16=b:(v-16)
2:1=b:(v-16)
b=2v-32
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Primjenom Pitagorinog poucka na trokut ACPA dobivamo:
b? =v® +32°

Uvrstavanjem se dobije:

(2v-32)° =v* +32?

4v* —128v +32% =v* +32°

3v® =128v
128
v="0r
3

Trokuti AS;DA i AS;EA su sli¢ni po KK poucku, pa vrijedi:
16:r=(v-16):(v—-r—2-16)
16:r=(v-16):(v—-r—-32)
16(v— r —32) = r(v—16)
16v—-16r —512 =rv-16r
16v—rv=>512
v(16—-r)=512
Ve 512
16-r

Izjednacavanjem se dobije:

512 128
16-r 3
128 - (16 —r)=512-3
16-r=12
r=4
Duljina polumjera manje kruznice je 4 cm.

. Od starta do cilja potrebno je 10 pomaka, od kojih je 7 pomaka desno i 3 gore. Ako se sa D oznaci
pomak za jedan udesno, a sa G pomak za jedan prema gore, put od starta do cilja moZe se napisati
kao uredena desetorka u kojoj je 7 D-ova i 3 G-a. Pitanje je koliko ima razli¢itih desetorki s tim
svojstvom.

Prvi nacin prebrojavanja:

Polozaj prvog G mozZe se izabrati na 10 nac¢ina, drugog G na preostalih 9 i tre¢eg G na preostalih 8
nacina. To je ukupno 10 - 9 - 8 = 720 nacina. Medutim, kako nije vazno koji je G izabran prvi, koji
drugi, a koji treci, taj broj 720 treba podijeliti sa 6 jer je svaka moguca trojka ubrojena 6 puta
(3-2-1).

Dakle, do cilja je ukupno 120 puteva.

Drugi nadin prebrojavanja:

Deset razli¢itih slova mozemo poredati ha 10-9-8-...-2-1 nacina. S obzirom da, u naSem primjeru

imamo deset slova od kojih je 7 D-ova i 3 G-a, svaka permutacija tih sedam istih slova D (kojih

ima 7-6-...-2-1) i tri ista slova G (kojih ima 3-2-1) daje istu uredenu desetorku slova u kojoj je
10-9-...-2-1

sedam slova D i tri slova G. Zato je ukupni broj putova jednak =120.
7-6-..-2:1.3-2-1




