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"Naci dokaz koji nije ofevidan, znacajno je intelektualno dostignuce,
ali je i za ulenje i za temeljito shvacanje takvog dokaza potreban
izvjestan umni napor.”

G.Polya
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Motivacija
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Definicija
Neka je a = (a1, ay, - . - a,) dana n-torka pozitivnih brojeva.
Definiramo:
n
1 1
a +...+ a
geometrijska sredina G,(a) = /a1 -a, - ... - a,

_ata+t...+a,

harmonijska sredina H,(a) =

aritmeticka sredina A,(a)

n
2 2 2
: aj+a;+...+a
kvadratna sredina K,(a) = \/ 1= n
n
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Odnosi medu sredinama

Teorem
Neka je a dana n-torka pozitivnih brojeva. Tada je
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Odnosi medu sredinama

Teorem
Neka je a dana n-torka pozitivnih brojeva. Tada je

A-G A,(a) > G,(a)
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Odnosi medu sredinama

Teorem

Neka je a dana n-torka pozitivnih brojeva. Tada je
A-G A,(a) > G,(a)

G-H Gh(a) > H,(a)

K-A Kn(a) > Ay(a) J
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Odnosi medu sredinama

Teorem

Neka je a dana n-torka pozitivnih brojeva. Tada je
A-G A,(a) > G,(a)

G-H G,(a) > H,(a)

K-A Kn(a) > Ay(a)

Vrijedi:

min{ay,...,a,} < H,(a) < Gy(a) < A,(a) < K,(a) < max{ay,...,a,}
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Odnosi medu sredinama
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Odnosi medu sredinama

Gn(a) < An(a)

z
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Primjena
Primjer (Bernoullijeva nejednakost)

1+a)">1+na, a>1,neN

Slika: Jacob Bernoulli (1654.-1705.)
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Primjena

Primjer (Bernoullijeva nejednakost)

(1+a)" > 1+ na,

a>1neN
Rje3enje: Kako je 14+ a >0, to je 1 + na > 0.
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Primjena

Primjer (Bernoullijeva nejednakost)

1+a)">1+na, a>1,neN

Rje3enje: Kako je 14+ a >0, to je 1 + na > 0.

3=

(1+na)-1...1)
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Primjena

Primjer (Bernoullijeva nejednakost)

1+a)">1+na, a>1,neN

Rje3enje: Kako je 14+ a >0, to je 1 + na > 0.

1AGCl+na+1+4+...+1

(1+na)-1...1)n < =1+ a,

n
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Primjena

Primjer (Bernoullijeva nejednakost) J

1+a)">1+na, a>1,neN

Rje3enje: Kako je 14+ a >0, to je 1 + na > 0.

A6 1 14...+1
(L4na)-1.. 1) < ZFmerivHL 4 0 st
n

=(1+n)<(1+a)"
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Primjena
Primjer (Bernoullijeva nejednakost)

1+a)">1+na, a>1,neN
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Primjena

Primjer

DokaZite nejednakost:

" 1
\/H<%, neN,n>2.
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Primjena
Primjer

DokaZite nejednakost:

" 1
\/H<%, neN,n>?2

Rjesenje:
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Primjena

Primjer
DokaZite nejednakost:

" 1
\/H<"; , neN,n>2.

Rjesenje:

Vnl=+/1-2-...-n
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Primjena

Primjer
DokaZite nejednakost:

" 1
\/H<"; , neN,n>2.

Rjesenje:

A-G
Vnl=v1-2.....n <
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Primjena

Primjer
DokaZite nejednakost:

" 1
\/m<%, neN,n>2.

Rjesenje:

, ., A-G1+2+ ...
vnl=v1-2.-....n < tet tn
n
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Primjena

Primjer
DokaZite nejednakost:

" 1
\/m<%, neN,n>2.

Rjesenje:

A—G
n n
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Primjena

Primjer

DokaZite nejednakost:

" 1
\/m<%, neN,n>2.

Rjesenje:

n(n+1)

, ., A-G1+2+ ...
vnl=v1-2.-....n < tet tn
n
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Primjer
DokaZite da za svaka tri prirodna broja a, b, ¢ vrijedi nejednakost

a b c a—l—b—l—C

gatbic - batbic . Catbtc > 3
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Primjer
DokaZite da za svaka tri prirodna broja a, b, ¢ vrijedi nejednakost

aa+g+c . ba+lb)+c . Ca+z+c 2 a—i_Tb_‘_C
Rjesenje: Primjenjujemo G-H nejednakost:
G(a,...,ab,...,bc,...;c)>H(a,...,ab,... bc,... c)
a Cc a C
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Primjer
DokaZite da za svaka tri prirodna broja a, b, ¢ vrijedi nejednakost

aa+Z+c e ba+lb)+c e C3+Z+C > HT[)_‘_C
RjeSenje: Primjenjujemo G-H nejednakost:
G(a,...,ab,...,bc,...;c)>H(a,...,ab,... bc,... c)
a Cc a C

L T ph oo > at+b+c

=1 1 1 1 1 1
P T
a b c

a b c a+b+c

gatbtc « batbic . catbic > 3
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P T
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Primjer
DokaZite da za pozitivne realne brojeve a, b, c takve da je
a-+ b+ c =1 vrijedi nejednakost

1+
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Primjer
DokaZite da za pozitivne realne brojeve a, b, c takve da je
a-+ b+ c =1 vrijedi nejednakost

1+

1 1 1 atat+b+cbt+at+tbt+tcct+atb+tc
e2)aej) ood) - e eageee
a b a b c

Rjesenje:
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Primjer
DokaZite da za pozitivne realne brojeve a, b, c takve da je
a-+ b+ c =1 vrijedi nejednakost

1+

1 1 1 atat+b+cbt+at+tbt+tcct+atb+tc
e2)aej) ood) - e eageee
a b a b c

Rjesenje:

AG 1
>

— 4.V abc-4-vabc - 4V abc?
abc
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Primjer
DokaZite da za pozitivne realne brojeve a, b, c takve da je
a-+ b+ c =1 vrijedi nejednakost

1+

1 1 1 atat+b+cbt+at+tbt+tcct+atb+tc
e2)aej) ood) - e eageee
a b a b c

Rjesenje:

A-G 1
> E-4~\732bc-4~\yab2c-4\73bc2

= 2 aibict = 6a
abc
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Primjer
DokaZite da za pozitivne realne brojeve a, b, c takve da je
a-+ b+ c =1 vrijedi nejednakost

1+

1 1 1 atat+b+cbt+at+tbt+tcct+atb+tc
e2)aej) ood) - e eageee
a b a b c

Rjesenje:

A-G 1
> E-4~\732bc-4~\yab2c-4\73bc2

= 2 aibict = 6a
abc

O
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Primjer (DrZavno natjecanje 2008./2009.)

Dani su realni brojevi xo > x1 > ... > x,.DokaZite da je

1 1 1
Xo — Xp + = + ...+ —— >2n.
X0 — X1 X1 — X2 Xn—1 — Xn

Kada vrijedi jednakost?
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Primjer (DrZavno natjecanje 2008./2009.)

Dani su realni brojevi xo > x1 > ... > x,.DokaZite da je

1 1 1
Xo — Xp + = + ...+ —— >2n.
X0 — X1 X1 — X2 Xn—1 — Xn

Kada vrijedi jednakost?

Rjesenje:
ap =Xo — X1, d2=Xg — X2, dp= Xp—1— Xp

1 1 1
— 4+ — 4+ ...+ —
a1 a dp
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Primjer (DrZavno natjecanje 2008./2009.)

Dani su realni brojevi xo > x1 > ... > x,.DokaZite da je

1 1 1
Xo — Xp + = + ...+ —— >2n.
X0 — X1 X1 — X2 Xn—1 — Xn

Kada vrijedi jednakost?

Rjesenje:
ap =Xo — X1, d2=Xg — X2, dp= Xp—1— Xp

1 1 1 A-H
—t+ =+ = =
ai an dp
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Primjer (DrZavno natjecanje 2008./2009.)

Dani su realni brojevi xo > x1 > ... > x,.DokaZite da je

1 1 1
Xo — Xp + = + ...+ —— >2n.
X0 — X1 X1 — X2 Xn—1 — Xn

Kada vrijedi jednakost?

Rjesenje:
ap =Xo — X1, d2=Xg — X2, dp= Xp—1— Xp

1 1 1 A-H n?
—t+ =+ = =
dy =) dp a+a+...+a,
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1 1 n?

xo—x1+”' Xp_1 — X Zxo—x1+x1—x2+...—|—x,,_1—x,,
2
_XO—X,,
2 n 2
Xo — X, + >2n<s [ Vxo — X, — >0
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1 1 n?

xo—x1+”' x,,_l—x,,Zxo—x1+x1—x2+...+x,,_1—x,,
2
_XO—Xn
n? n 2
X=X+ ——2>2nE (Vxo—Xg— —=| >0.

Xo — Xn VX0 — Xn

Jednakost vrijedi ako i samo ako je
dy — dp = ... = ap,

.
Xo— X1 =X —Xp = ... = Xp—1 — Xp.
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1 1 n?
>

—_— ... >
Xp — X1 Xn_1 — Xp Xo—X1+X1—X+...+Xp_1 — Xp

n2

Xo — Xn

2

n n

Xg—Xg+——>2n& <\/x0—x,,——) > 0.
Xo — Xn

Jednakost vrijedi ako i samo ako je

dy — dp = ... = ap,

.
Xo— X1 =X —Xp = ... = Xp—1 — Xp.

O
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Teorem (Cauchyjeva nejednakost?)

?Ponekad je nalazimo i pod nazivom Cauchy-Schwartzova ili nejednakost
Cauchy-Shwartz-Bunjakowskog

Ako su dane dvije n—torke realnih brojeva a i b, tada vrijedi

n 2 n n
<Z|akbk|> < (Zai>(zbi>
k=1 k=1 k=1
s jednakoscu ako i samo ako je

2)-lzl- -1z
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Geometrijski dokaz Cauchyjeve nejednakosti
Za vektore

je

Ivanka Bujan-Slami¢ (PSHG) Nejednakosti i primjene 31. kolovoza 2010. 18 / 27



Geometrijski dokaz Cauchyjeve nejednakosti
Za vektore

je

Ivanka Bujan-Slami¢ (PSHG) Nejednakosti i primjene 31. kolovoza 2010. 18 / 27



Geometrijski dokaz Cauchyjeve nejednakosti
Za vektore

je

3
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Direktne posljedice Cauchyjeve nejednakosti

(i) A-K nejednakost: Neka je by = b, =... = b, =1. Tada je iz
(Clawtul) < () (3o 80)
k=1 k=1 k=1

al+ag+...—|—a,,§\/n(af+a§+...—|—a,2,)
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Direktne posljedice Cauchyjeve nejednakosti
(i) A-K nejednakost: Neka je by = b, =... = b, =1. Tada je iz

() = (S) (58

al+az+...—|—a,,§\/n(af—kag—i—...—i—aﬁ)

(i) A-H nejednakost: Supstitucijom
a2 =x>0,b}= X—lk, k =1,2,...,nu Cauchyjevu nejednakost
dobije se

1 2
=

TN =)

1
:(\/71 N

=t

<
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Direktne posljedice Cauchyjeve nejednakosti
(i) A-K nejednakost: Neka je by = b, =... = b, =1. Tada je iz

() = (S) (58

al+az—|—...—|—a,,§\/n(af—kag—i—...—i—aﬁ)

(i) A-H nejednakost: Supstitucijom
a2 =x>0,b}= X—lk, k =1,2,...,nu Cauchyjevu nejednakost
dobije se

1 2
.+\/x,,—>
VX1 \/_ V/Xn

1 1 1
g(x1+x2+...+x,,)(x—+X—+...+X—),
2 n

R (VR
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odnosno
x1+x2—|—...+x,,> n
=3 1 1
n vt Tt

Xn

$to predstavlja H-A nejednakost.

(iii) Nejednakost Minkowskog: Za proizvoljne n-torke realnih brojeva
a i b vrijedi nejednakost

3
3

Z(ak + bk)2 < aﬁ + Z bl%
k=1

B M
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Primjer
Dokazati da za svako x,y,z > 0 vrijedi nejednakost

1 1 1
(x+y+z)(—+—+—) >9
X y z

Rjesenje: Uvrstavanjem u Cauchyjevu nejednakost
ai=v/X,a =./y,a3=+/z,by = \/i;,bz = %,b3 = % dobivamo

1 1 1
(x+y+z)(—+—+—> =
X y z
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Primjer
Dokazati da za svako x,y,z > 0 vrijedi nejednakost

1 1 1
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X y z

Rjesenje: Uvrstavanjem u Cauchyjevu nejednakost
ai=v/X,a =./y,a3=+/z,by = \/i;,bz = %,bg, = \% dobivamo

1 1 1
(x+y+z)(—+—+—> =
X y z

- (W= we ) () + (5) + (%))

2(\/—74‘\/_74—\/_\/—)
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Primjer
Dokazati da za svako x,y,z > 0 vrijedi nejednakost

1 1 1
(x+y+z)(—+—+—) >9
X y z

Rjesenje: Uvrstavanjem u Cauchyjevu nejednakost
ai=v/X,a =./y,a3=+/z,by = \/i;,bz = %,bg, = \% dobivamo

1 1 1
(x+y+z)(—+—+—> =
X y z

(@ ) () (G ()

2(\/—74‘\/_74—\/_\/—)

O
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Primjer
Neka je a+ b+ c = 1. Dokazati da je a® + b* + c? > 1.

Rjesenje: 1z Cauchyjeve nejednakosti slijedi
?=(a+b+c)< (az+b2+c2)(1+1+1),

odakle slijedi a® + b* + c? > 3.
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Primjer
Neka je a+ b+ c = 1. Dokazati da je a® + b* + c? > 1. J

Rjesenje: 1z Cauchyjeve nejednakosti slijedi
?=(a+b+c)< (az+b2+c2)(1+1+1),

odakle slijedi a® + b* + c? > 3.
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Primjer
Dokazati da za svaki trokut vrijedi nejednakost

3
at, + bty + ct, < %(ﬁ + b2+ c2)

s jednakoscu ako i samo ako je trokut jednakostranican.

RjeSenje:Uvrstimo li u Cauchyjevu nejednakost da je
dp — a,dy = b,a3 = C,b]_ = ta,bz = tb,b3 =t
(at, + bty + ct)’ < <32 + B4 c2> (tj + 2+ tf)

at, + bty + ctc < Va?+ b2 + ¢\ /2 + t} + t2

Neka su t}, t;, t. udaljenosti teZista T i redom vrhova A, B, C.
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(1) t, =3t =31V2b2 +2c2 — 22
ty = 3t, = 1v/2c? + 222 — b2
te=3t. =1V2a2+202 — 2 =

2 2_ .2 2 212 2 2_ 2
(2) t§+tg+t§:2b+24€ —a +2c +243 —b +2a +24b —c :%(a2—|—b2+c2)

Iz (1) i (2) slijedi

3
at, + bty + ctc < Va2 + b’ +c2\/z(a2+b2—l—c2)
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3
at, + bty + ctc < Va2 + b’ +c2\/z(a2+b2—l—c2)

:§(2+b2+c2)
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...Kad bi mo¢ matematickog zakljucivanja Covjeka bila
neograniena, onda bi za njega svi matematicki teoremi bili
ociti, i stoga isto tako malo zanimljivi kao to da je dva i dva
jednako Cetiri. Da smo "matemati¢ki bogovi”, ne bi nam
matematika znacila nista. Njezinu ljepotu i vrijednost - za nas,
kao ljudska bica - zahvaljujemo tome sto se, zbog nase
ograni¢enosti, moramo potruditi da bismo doprli do njezinih
Istina.
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Hvala vam na paZnji!
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