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Motivacija

Zasto bi uopce bilo potrebno u doba razvijene tehnologije prisjecati se
kompliciranih algoritama za nesto $to se moZe izra¢unati pomocu
jedne naredbe na racunalu?
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Motivacija

Zasto bi uopce bilo potrebno u doba razvijene tehnologije prisjecati se

kompliciranih algoritama za nesto $to se moZe izra¢unati pomocu
jedne naredbe na racunalu?

Zbog toga $to nas, u trenutku kada te nesavrsene tehnologije zakazu,
"spasiti” moze jedino sposobnost vlastitog logi¢kog razmisljanja.

THIS

7 ABACUS
15 GREAT,
BUT UH..
WHERE

s DO THE
7 BATTERIE!
4, 6077
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Motivacija

("All is number”) smatrali su

Pitagorejci.
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("All is number”) smatrali su

Pitagorejci.
O filozofskom aspektu ove recenice, govorio je i Aristotel u svojoj
"Metafizici”, no pitanje je , tj. kakve su

brojeve oni poznavali?
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» lako su Pitagorejci vjerovali da se svi brojevi mogu izraziti kao
omjer dvaju prirodnih brojeva, upravo je Pitagorin uéenik
(5.st.p.n.e.) prema nekim izvorima dokazao postojanje
iracionalnog broja koriste¢i geometrijski argument
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» lako su Pitagorejci vjerovali da se svi brojevi mogu izraziti kao
omjer dvaju prirodnih brojeva, upravo je Pitagorin uéenik
(5.st.p.n.e.) prema nekim izvorima dokazao postojanje
iracionalnog broja koriste¢i geometrijski argument

. (400.g.p.n.e.) dokazao iracionalnost
, V5, prema Platonu koji mu je bio u&eni
V3,v/5,V17 Pl koji mu je bio utenik
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» lako su Pitagorejci vjerovali da se svi brojevi mogu izraziti kao
omjer dvaju prirodnih brojeva, upravo je Pitagorin uéenik
(5.st.p.n.e.) prema nekim izvorima dokazao postojanje
iracionalnog broja koriste¢i geometrijski argument

. (400.g.p.n.e.) dokazao iracionalnost
, V5, prema Platonu koji mu je bio u&eni
V3,v/5,V17 Pl koji mu je bio utenik

o Jednostavan dokaz iracionalnosti v/2 koristenjem metode
"reductio ad apsurdum” dao je (4.st.p.n.e.)
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Motivacija - kvadratni korijen

No simbol \/javlja se i mnogo ranije, veC kod starih Egipéana (1650
g. p.n.e.):
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Kvadratni korijen

Definicija

pozitivnog broja a je pozitivni broj \/a za
koji vrijedi (\/a)> = a. Takoder je /O = 0.
Za bilo koji realni broj a vrijedi

Va2 = |a,

a za sve pozitivne brojeve a i b vrijedi:

Vab= 3 Vb, \/}%
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Kvadratni korijen

Definicija

pozitivnog broja a je pozitivni broj \/a za
koji vrijedi (\/a)> = a. Takoder je /O = 0.
Za bilo koji realni broj a vrijedi

Va2 = |a,

a za sve pozitivne brojeve a i b vrijedi:
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Konstrukcija drugog korijena
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Konstrukcija drugog korijena
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Neka je a > 1 i neka je b najvedi cijeli broj za koji vrijedi
b<+va<b+1,

gdje je b > 1.
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Neka je a > 1 i neka je b najvedi cijeli broj za koji vrijedi
b<+va<b+1,

gdje je b > 1. Tada je
b? < a< (b+1)?

pa moZemo pisati
a=b+r,
gdje je
0<r<2b+1.
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Nadalje, iz b< /a< b+1
= a=b+x,

(x nepoznati decimalni dio korijena v/a: 0 < x < 1, koji je potrebno
odrediti).
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Nadalje, iz b< /a< b+1
= a=b+x,

(x nepoznati decimalni dio korijena v/a: 0 < x < 1, koji je potrebno
odrediti). Dakle,

a=b>+r

va=b+x
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Nadalje, iz b< /a< b+1
= a=b+x,

(x nepoznati decimalni dio korijena v/a: 0 < x < 1, koji je potrebno
odrediti). Dakle,

a=b>+r

va=b+x

= (b+x)P?=b"+r

odakle dobijemo
r

= 2b+ x’
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Nadalje, iz b< /a< b+1
= a=b+x,

(x nepoznati decimalni dio korijena v/a: 0 < x < 1, koji je potrebno
odrediti). Dakle,

a=b>+r

va=b+x

= (b+x)P?=b"+r

odakle dobijemo

o
= 2b+ x
Bududi da je x > 0 vrijedi
r
X < %
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Nadalje, iz b< /a< b+1
= a=b+x,

(x nepoznati decimalni dio korijena v/a: 0 < x < 1, koji je potrebno
odrediti). Dakle,

a=b>+r

va=b+x

= (b+x)P?=b"+r

odakle dobijemo
r

= 2b+ x
Bududi da je x > 0 vrijedi

r

= X > :
2b+ 57
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Dakle,

2b+ % " 2b
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Dakle,

r < < r

e — X PR

2b+ 5 2b
r r
=>b+—"-<b+tx<b+—
+ = 2b

2b
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Dakle,

r < < r
X —
26+ & 2b
r
b+——<b b+ —
= —|—2b+2b< +x < +2b
r
= b+2b+ <\/_<b+%.

Ova nejednakost daje dvije prlblline vrijednosti y/a: jednu vecu od
prave vrijednosti toga korijena, a drugu manju od te vrijednosti.
Usporedivanjem obje priblizne vrijednosti moze se ocijeniti koliku
to¢nost one daju.
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Primjer ( )
Nadimo najprije b i r:
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Primjer ( )
Nadimo najprije b i r:

a=174=132+5 = b=13,r="5.
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Primjer ( )
Nadimo najprije b i r:

a=174=132+5 = b=13,r="5.

y : , ,
Uvrstavanjem u b + g < va<b+ £
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Primjer ( )
Nadimo najprije b i r:

a=174=132+5 = b=13,r="5.
Uvrstavanjem u b+ 55—+ < /a < b+ 5; dobijemo
2b

5 5
134+ ——— < V174 <13+ ——
NERER 553 213
odnosno,

13.19089... < v174 < 13.19230...
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Primjer ( )
Nadimo najprije b i r:

a=174=132+5 = b=13,r="5.
Uvrstavanjem u b+ 55—+ < /a < b+ 5; dobijemo
2b

5 5
B4 < VITA <134 ~——

2 13+ 55 213

odnosno,
13.19089... < V174 < 13.19230...

= V174 =~ 13.19
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Primjer ( )
Nadimo najprije b i r:

a=174=132+5 = b=13,r="5.
Uvrstavanjem u b+ 55—+ < /a < b+ 5; dobijemo
2b

5 5
134+ ——— < V174 <13+ ——
NERER 553 213
odnosno,

13.19089... < v174 < 13.19230...

= V174 ~ 13.19 | greska aproksimacije je manja od Fly
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

nepovoljni rezultati u odredenim primjerima (to¢nost se
povecava kada r raste a b pada).
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

nepovoljni rezultati u odredenim primjerima (to¢nost se
povecava kada r raste a b pada).
Npr. V3=1242, pa dobijemo

1.66...< V3 <2,

odnosno vrlo nepovoljan rezultat.
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

nepovoljni rezultati u odredenim primjerima (to¢nost se
povecava kada r raste a b pada).
Npr. V3=1242, pa dobijemo

1.66...< V3 <2,

odnosno vrlo nepovoljan rezultat.
Kako " poboljsati” aproksimaciju?
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Primijetimo da vrijedi
r

>
2b+1

jer je x < 1.
Sada na sli¢an nacin kao prije dobijemo:

r
2b+1

r

b |
+ 2b

<+va< b+
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Primijetimo da vrijedi
r

>
2b+1

jer je x < 1.
Sada na sli¢an nacin kao prije dobijemo:

r r
<+va< b+ —

b .
T b1 2b

Npr. za v/5 = 22 4+ 1 dobijemo

2.2 < /5 <2 25,
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Primjer ( )
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Primjer ( )

V1[74 = 13.19

74
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Primjer ( )

V1[74 = 13.19

74 : 23-3
69
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Primjer ( )

V1[74 = 13.19
74 . 23.3
69

500
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Primjer ( )

V1[74 = 13.19
74 . 23.3
69

500 : 261-1
261
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Primjer ( )

V1[74 = 13.19
74 . 23.3
69

500 : 261-1
261

23900
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Primjer ( )

V1[74 = 13.19

74 : 23-3
69
500 : 261-1
261
23900 : 2629-9
236601
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Algoritam za aproksimaciju kvadratnog korijena

Primjer ( )

V1[74 = 13.19

74 : 23-3
500 : 261-1

23900 : 2629-9

Ivanka Bujan-Slami¢ (PSHG) Priblizno radunanje drugog korijena 30. kolovoza 2010. 14 / 20



Primjer ( )
Ako se dobiveni rezultat shvaéa kao cijeli broj b = 1319, onda je
r =239, pa je
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Primjer (

Ako se dobiveni rezultat shvaéa kao cijeli broj b = 1319, onda je

r =239, pa je
E
— =239 : 2638 = 0.09059
2b
= V174 ~ 13.19091

1

s greskom manjom od 53gs

Ivanka Bujan-Slami¢ (PSHG) Priblizno radunanje drugog korijena

)

30. kolovoza 2010.

15 / 20



Metoda veriznog razlomka

realnog broja «q definira se na sljedeéi nadin.
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Metoda veriznog razlomka

realnog broja «q definira se na sljedeéi nadin.
Zai=0,12 .. neka je

a;j = \_Ot,'J, a,-:a,-+$+1.

Ako je a, = «, za neki n, onda se postupak zavrsava.
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Metoda veriznog razlomka

realnog broja «q definira se na sljedeéi nadin.
Zai=0,12 .. neka je

a;j = \_Ot,'J, a,-:a,-+$+1.

Ako je a, = «, za neki n, onda se postupak zavrsava.

MoZe se to pokazati da ée se to dogoditi ako i samo ako je ag
racionalan broj.Pisemo

Qg = ag +

a +

Qo = [ao; di, as, ]
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U slu€aju kad je ag = +/n, gdje je n prirodan broj koji nije potpun
kvadrat,njegov razvoj u verizni razlomak je periodi¢an. Preciznije,

Vn = [30; di, az, ---7230}-
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U slu€aju kad je ag = +/n, gdje je n prirodan broj koji nije potpun
kvadrat,njegov razvoj u verizni razlomak je periodi¢an. Preciznije,

Vn = [30; di, az, ---7230}-

Primjer
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U slu€aju kad je ag = +/n, gdje je n prirodan broj koji nije potpun
kvadrat,njegov razvoj u verizni razlomak je periodi¢an. Preciznije,

Vn = [20; di, az, ---7230}-

Primjer
1
e V2=1+-—"+ =1[1;2,2,2,.]
2+2+T

2+,
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U slu€aju kad je ag = +/n, gdje je n prirodan broj koji nije potpun
kvadrat,njegov razvoj u verizni razlomak je periodi¢an. Preciznije,

Vn = [20; di, az, ---7230}-

Primjer
1
e V2=1+-—"+ =1[1;2,2,2,.]
1
e VI1=3+_—"— =[3;3,6,3,6,.]

3+,
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U slu€aju kad je ag = +/n, gdje je n prirodan broj koji nije potpun
kvadrat,njegov razvoj u verizni razlomak je periodi¢an. Preciznije,

Vn = [20; di, az, ---7230}-

Primjer
1
e V2=1+-—"+ =1[1;2,2,2,.]
1
. \/ﬁ:3+3+—1: [3;3,6.3,6, ..]

6+ 5+

e V3=1[11,2,1,2,..]
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U slu€aju kad je ag = +/n, gdje je n prirodan broj koji nije potpun
kvadrat,njegov razvoj u verizni razlomak je periodi¢an. Preciznije,

\/_ = [20; ai, dz, ---7230}-

Primjer
1
e V2=1+-—"+ =1[1;2,2,2,.]
2tk
1
e VI1=3+_—"— =[3;3,6,3,6,.]

e V3=1[11,2,1,2,..]
o V5=1[2;4,4,4,4, ]
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Mirko Radi¢: Brojevi i nejednakosti
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Na velike se vrhunce koji put moZe uspeti s razli¢itih padina
planine, no one koji stignu na vrh obasjava isto Sunce.

V.Devidé

Slika: V.Devidé(1925.-2010.) kao gost predava& u PSHG na znanstvenom
skupu "Matematika - juéer, danas, sutra” 2000.g.
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Hvala vam na paznji!
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