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Algebarsko misljenje

* “Fokus aritmetike je na rjesenju, a algebre na
odnosima”

* Algebarsko misljenje je proces u kojem osoba
generalizira matematicke ideje i postupke na
temelju skupine pojedinacnih primjera, kroz
argumentirani razgovor, pri cemu takvu
generalizaciju iskazuju formalno u skladu s
razvojnom dobi. (Kaput, Blanton, 2005.)

* proces



Algebarsko misljenje i NOK

prikazvanje i komunikacija,
povezivanje,

logicko misljenje,

zakljuCivanje i argumentiranje,

riesavanje problema i matematicko
modeliranje

Algebarsko
misljenje



Algebarsko misljenje

* Algebra kao alat za rad s funkcijama i
matematicko modeliranje podrazumijeva:

— Pronalazenje, izrazavanje i generaliziranje uzoraka
| pravilnosti u realnom kontekstu

— Reprezentacija matematickih ideja koristenjem
rijeCi, konkretnih materijala, crteza, grafova,
tablica, jednadzbi

— Vjestina snalazenja u koordinatnim prikazima



Algebarsko misljenje

* Algebra kao generalizacija artimetike
ukljucuje:
— razvoj koncepta racunskih radnji kroz razlicite
situacije, reprezentacije i strategije.

\




Algebarsko misljenje

* Algebra kao jezik matematike podrazumijeva:

— razumijevanje pojma varijable, koeficijenta, konstante
i razlicitih algebarskih izraza,

— razumijevanje pojma rijesenja jednadzbe,

— razumijevanje i koristenje svojstva racunskih operacija
u razliCitim brojevnim sustavima,

— Citanje, pisanje i postavljanje brojevnih i algebarskih
izraza i koristenje simbola(slova) kao zamjena za broj,

— Koristenje i odredivanje ekvivalentnih simbolickih

izraza za manipuliranje formulama, izrazima,
jednadznama i nejednadzbama



Algebra kao alat

e Uzorci:

81,79,77, ...

0-9+8=8
9+« 047=288
9.876 + 9 + 4 = 88,888
98,765 + 9 + 3 = 888,888
987.654 + 9 42 = 8,888,888
9.876.543 « 9 + 1 = 88,888,888
98,765,432 + 9 4+ 0 = 888, 888, 888



Algebra kao generalizacija aritmetike

e Razvoj koncepta osnovnih matematickih
operacija mnogo je vise od samog racunanja

 Kako malom djetetu objasnitida je2 +3 =57



Sto je koncept ?

Trojka C = (S,1,R)

S: skup situacija koje Cine koncept koristan i
smislen

I: skup operacijskih invarijanti koje koristi
osoba kada se bavi tim situacijama

R: skup simbolickih reprezentacija,
lingvistickih, grafickih ili gestikularnih koje
mogu biti koristene za predstavljanje
invarijanti, situacija ili procedura



Koje kategorije situacija se nude djeci za razvoj
matematickih koncepata, u skoli i izvan nje? Mogu li se te
situacije rangirati po slozenosti?

Koje procedure koristi ucenik za rad s tim sitacijama? Pod
kojim uvjetima?

Koje se procedure uce? Koje se razvijaju spontano?

Koje rijeCi reCenice i simbolicke izraze ucenik koristi u
komunikaciji o situacijama?

Koje vrste situacija, koje se ne srecu izvan skole, uceniku

treba predstaviti, da bi mu neki matematicki koncept bio
jasniji?



Tip problema

Spajanje (Join)

(Rezultat nepoznat)

Robi je imao 3 auti¢a. Roditelji
su mu za rodendan dali joS 2
auti¢a. Koliko auti¢a sada ima
Robi?

(Promjena nepoznata) Ivo je
imao 3 kune. Danas ga je
posjetila baka koja mu je
poklonila nesto kuna, tada je
Ivo imao 5 kuna. Koliko je kuna
baka dala Ivi?

(Pocetak nepoznat)

Ana je imala nekoliko
bombona, a kada joj je Iva
dala jos 2 imala ih je

ukupno 5. Koliko je
bombona na pocetku
imala Ana?

Razdvajanje (Separate)

(Rezultat nepoznat)

Mare je ubrala 5 cvjetova i 3 je
dala Lei. Koliko je cvjetova
ostalo Mari?

(Promjena nepoznata)

Tamara ima 5 kuna i Zeli kupiti
Cokoladicu. Koliko kosSta
Cokoladica ako joj je ostalo 2
kune?

(Pocetak nepoznat)

Mario je kupio biljeznicu
koja koSta 3 kune i ostale
su mu 2 kune. Koliko je
Mario imao biljeznica na
pocetku?

Dio-Dio-Cjelina (Part- | (Cjelina nepoznata) (Dio nepoznat)

Part-Whole) 6 djecaka i 4 djevojcice igraju | 10 djece igraju granicara, 6 od njih su djecaci, a ostalo su
granicara. Koliko djece igra | djevojcice. Koliko je djevojcica?
granicar?

Usporedba (Compare) (Razlika nepoznata) (Usporedena veli¢ina | (Odnos nepoznat)
Stipe ima 3 kune, a Matea ima | nepoznata) Josipa ima 7 kuna. Ona

7 kuna. Koliko kuna vise ima
Matea?

Lucija ima 3 kune, a Ante ima 4
kune viSe od nje. Koliko kuna
ima Ante?

ima 10 kune vise od
Marije. Koliko kuna ima
Marija?




Klasa

MnoZenje

Partitivno dijeljenje

Mjerno dijeljenje

Jednake grupe

3 djece imaju svatko po 4 narance. Koliko
naranci imaju svi zajedno?

12 naranca treba podijeliti pravedno izmedu
3 djece. Koliko ¢e dobiti svako dijete?

Ako imas 12 naranéi i dajeS djeci
svakom po 4 narance, koliko ¢e djece
dobit narance?

Jednake mjere

3 djece imaju svatko po 4,2 litre soka. Koliko
soka imaju svi zajedno?

12,6 litara soka treba podijeliti pravedno
izmedu 3 djece. Koliko ¢e dobiti svako dijete?

Ako ima$ 12,6 litara soka i dajes djeci
svakom po 4,2 litre, koliko ¢e djece
dobit sok?

Razmjer Brod se giba brzinom 4,2 metra u sekundi. | Ako brod prijede 13,9 metara za 3,3 | Koliko dugo ce trebati brodu da
Koliki put prijede za 3,3 sekunde? sekunde. Koliko metara prijede u jednoj | prijede 13,9 metara, ako Vvozi
sekundi? brzinom od 4,2 metra u sekundi?
Promjena In¢ ima 2,54 cm. Koliko centimetara je u | 3,1 in¢ je 7,84 cm. Koliko je centimetarau | In¢ je 2,54 cm. Koliko u in¢ima je
mjernih 3,1incu? incu? 7,84 cm?
jedinica
Dio —cjelina Skola ima 80 ucenika. 3/5 su djevojéice. | U nekoj $koli 3/5 ucenika su djevoj¢ice. | U nekoj $koli 80 je u¢enika od toga

Koliko je djevojcica?

Ako je djevojcica 48, koliko je ucenika u
Skoli?

je 48 djevoijcica. Koliki je to dio ?

Multiplikativna

Zirafa je 3 puta vida od klokana. Ako

Zirafa je visoka 3,6 m. Ona je 3 puta vida

Zirafa je visoka 3,6 m. Klokan je

usporedba klokan ima 1,2m, koliko je visoka Zirafa? od klokana. Koliko je visok klokan? visok 1,2 m. Koliko puta je Zirafa
visa od klokana?
Kartezijev Od mjesta A do mjesta B postoje 3 | Ako postoji 12 razlic¢itih putova od Ado Ci
produkt razli¢ita puta. Od mjesta B do mjesta C | 3 puta od A do B, koliko ima putova od B
postoje 4 razli¢ita puta. Koliko razli¢itih | do C?
putovaima od A do C?
Pravokutni Kolika je povrsina pravokutnika koji je | Ako je povrsina pravokutnika 13,9 m?2 i

pristup

3,3m Sirok i 4,2m dug?

duljina mu je 3,3 m, koliko je Sirok?




Sto to znadi za razvoj algebarskog
misljenja?
* Svaka racunska operacija nije jedna od tih
prica niti neki od tih prikaza,

* ona je poopcenje istih i moguce ih je na
mentalnoj razini odvojiti od konkretnih prica i
prikaza onda kada je pojedina osoba za to
spremna.

* Uocavanje pravilnosti i zajednickih obiljezja
svih situacija i prikaza, te njihovo povezivanje
razvija kod osobe algebarsko misljenje



Metodika nastave matematike i razvoj
algebarskog misljenja

Metodicki postupci moraju biti orjentirani prema
iznoSenju razlicitih prica (situacija) u obliku
problema.

Probleme ucenici samostalno rijesavaju,
komuniciraju i daju svoje prijedloge
generalizacija.

Klju€ni trenutci - prelasci s situacija koje ukljucuju
orirodne brojeve, na cijele broje, racionalne i u
Kkonacnici realne i kompleksne brojeve

najvaznije je koristiti adekvatne modele i modele
kojima je moguce uspostaviti poveznicu.




Metodika nastave matematike i razvoj
algebarskog misljenja

* Primjer 1. — Partitivni model dijeljenja

* ,Mamaima 12 jabuka i zeli ih podijeliti troje
svoje djece tako da svako dijete dobije jednako

mnogo jabuka. Koliko ¢e svako dijete dobiti
jabuka?“

e ,Djed ima 3,25 keksa i 0,75 unucadi. Kad
svakom unuku da jednako mnogo keksiju,

koliko ¢e svako unuce dobiti keksa?“ (dijete,
10 godina)



Vjezba 1. Povezite izraze u stupcu
lijevo s izrazima desno u stupcu.

1)3+9
2)3-9

3)3:9

4)3-9

a) 9 puta vise od 3
b) Za 9 manje od 3

c) Za9vise od 3

d) 9 puta manje od 3



Vjezba 1. Povezite izraze u stupcu
lijevo s izrazima desno u stupcu.

a) M _|_E 1. Ako imas M litara soka i dajes djeci svakom po
5 3/5 litre, koliko ¢e djece dobit sok?

b) M _E 2. Ako imas M litara soka i popila si 3/5 litre soka,
3 koliko ti je ostalo?

C) M - E 3. Skolaima M uéenika. 3/5 su djevojcice. Koliko je
3 djevojcica?

d) M g 4. U M litara soka utocio si jos 3/5 litre vode. Koliko

mjesavine vode i soka sada imas?



Razvoj algebarskog misljenja kroz rad
na modelima

* Algebrarski stapi¢i mogu se koristiti kao
model za racunske operacije s
racionalnim brojevima .

e Zuti kvadratié¢ predstavlja+1 a crveni -1
(okrenuti zuti).

. Zuti i crveni kvadrati¢i model su
suprotnih brojeva




Razvoj algebarskog misljenja kroz rad
na modelima

* Modeli suprotnih brojeva
* Kad su zajedno medusobno se ponistavaju
* Crveni ponistava zelenog ili zutog




/brajanje cijelih brojeva

(+3) + (+1) =

(2)+(-1)=- HE N



/brajanje cijelih brojeva

(+3) + (-1) =

(+4) + (-4) =

* Nakon mnogo primjera dijete uopcava
zakonitost i tek tada samo definira pravilo




Oduzimanje cijelih brojeva

(+45) — (+2) =

4)=13)= [ [



Oduzimanje cijelih brojeva

(+3) = (-3)

EEEEN
-4)—(+1) HEENE N




Oduzimanje cijelih brojeva

(+3) = (-3)

* Nakon puno primjera dijete generalizira
zakonitost i samostalno iznosi pravilo.



Mnozenje cijelih brojeva

* Prvifaktor govori u koliko redova smjestamo
onoliko kvadratica koliko kaze drugi faktor

(+2)(+3) =

(+3)(-4) =




Mnozenje cijelih brojeva

* Ako je prvi faktor negativan sve dobiveno
treba okrenuti na drugu stranu

(-2)(+3)

(-3)(-1) ||



Dijeljenje cijelih brojeva

(+6):(+2) =

-8):(+2) = EEEEEENN



Dijeljenje cijelih brojeva

* Negativni dijeljenik znaci okreni sve na drugu
stranu

(+10):(-2) =




Dijeljenje cijelih brojeva
(-12):(-3) =
EEEEENEEEEEE

* Cilj rada na modelu je razvijanje alebarskog
misljenja kod ucenika na svim aspektima.
Promatranje pojedinacnih primjera,
komentiranje, logicko zakljuCivanje i
generalizacija



Algebra kao jezik matematike

razumijevanje pojma varijable, koeficijenta,
konstante i razlicitih algebarskih izraza,
razumijevanje pojma rijesenja jednadzbe,
razumijevanje i koristenje svojstva racunskih
operacija u razlicitim brojevnim sustavima,
Citanje, pisanje i postavljanje brojevnih i
algebarskih izraza i koristenje simbola(slova) kao
zamjena za broj,

koristenje i odredivanje ekvivalentnih simbolickih
izraza za manipuliranje formulama, izrazima,
jednadznama i nejednadzbama




Algebra kao jezik matematike

* Napisi brojevni izraz kojim bi iskazao broj
keksa na slici.




Algebra kao jezik matematike

* Koliko keksa imaju Ana i lva zajedno

ANA

X+3+4x+2=5x+5



Modeliranje polinoma

Z crteza postaviti polinom
Proces stvaranja polinoma je bitan

z simbolickog polinoma crtez
X+ 4




Modeliranje polinoma

2X + 3

4dx — 2




2x?

4xy

Modeliranje polinoma




Rjesavanje jednadzbi modelom
algebarskih Stapica
X+2=3

2X—-4=8



Rjesavanje jednadzbi modelom
algebarskih stapica
2X+3=X-5




Distributivnost

3(X + 2)

3(X—4)
-2(X + 2)
-3(X—2)




/brajanje polinoma

2X+4 +x+2

-3x+1+x+3




Mnozenje polinoma

(X + 2)(x + 3)
|




Mnozenje polinoma

(x = 1)(x +4)
L




Faktorizacija polinoma

3x+ 3
B

2X—6




Faktorizacija polinoma

X2+ 6X + 8




Faktorizacija polinoma

X2 —5Xx+6




Faktorizacija polinoma

X2 —X—6




Dijeljenje polinoma

X% + 7X +6

X+ 1




Hvala na pazniji!



