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1. KAKO ORGANIZIRATI NASTAVU
MATEMATIKE?

- metode aktivhe nastave
matematike -



1.1. UcCenicke aktivnosti kao atomi
nastave matematike



SUVREMENA NASTAVA MATEMATIKE

Obi¢no je opisana sintagmom:

NASTAVA ORIJENTIRANA UCENICIMA

To podrazumijeva metode aktivne nastave, {:

dominantnu ucCeniCku (a ne uciteljevu) aktivnost pri:

— izgradnji (konstrukciji) matematiCkin koncepata i otkrivanju matematickih
zakonitosti (pravilnosti, pravila)

— uvjezbavanju matematiCkih postupaka i usustavljivanju obradenih
matematickih sadrzaja (kreativno vjezbanje i ponavljanje)

razvijanje odgovornosti ucenika za vlastiti uspjeh i napredovanje u matematici



UCENICKE AKTIVNOSTI U NASTAVI MATEMATIKE

Nastava matematike treba biti strukturirana od niza planiranih, organiziranih i
svrsishodnih u€eni€kih aktivnosti u kojima uéenici rade matematiku:

uoCavaju i istrazuju pravilnosti i zakonitosti

uspostavljaju i istrazuju veze i odnose (relacije) medu promatranim
objektima i situacijama

povezuju matematiCke koncepte s njima bliskim smislenim situacijama i
problemima iz realnog svijeta i svakodnevnog zivota

odabiru i primjenjuju razliite matematicke strategije i metode

uvjezbavaju razliCite matematiCke postupke (algoritme) i tehnike



AKTIVNI GLAGOLI KOJIMA OPISUJEMO UCENICKE
AKTIVNOSTI

Dok rade matematiku, uéenici:
* iskazuju / formuliraju

istrazuju
. |Sp|tUJU * Otkrivaju
« naslucuju « konstruiraju
 rjeSavaju * objasSnjavaju / argumentiraju
. potvrd'uju ° predVidajU
- opravdavaju * razvijaju

* uvjeravaju se * Oopisuju

« predstavljaju / prikazuju * rabe / koriste

* primjenjuju « dokazuju



METODE UCENJA | POUCAVANJA MATEMATIKE

Navedeni opé€i glagoli jasno odreduju metode uc€enja i pou¢avanja matematike.

Uc€enicke aktivhosti moraju biti takve da od uc¢enika zahtijevaju:

* viSu razinu misljenja, tzv. refleksivho misljenje

* razumijevanje problema, odnosno situacije

* misaono predstavljanje (vizualizaciju) problema, odnosno situacije

« aktivno razmisljanje i zaklju€ivanje o matematickim idejama uklju€enima u aktivnost
Vazno!!

UcCenje i pouCavanje matematike ne smije se svesti na ucenicko:

» sluSanje nastavnika

» prepisivanje tudih (nastavnikovih ili drugih u€enika) ideja i rjeSenja s ploCe

« memoriranje definicija, pravila i gotovih algoritama

« drilanje pojedinih (tipova) zadataka



METODE UCENJA | POUCAVANJA MATEMATIKE (2)

Zadaca je nastavnika stvoriti pozitivho ozracje u kojem se u€enike potice na:
« istrazivanje i primjenu matemati€kih ideja i koncepata

« suradnju i uéenje jednih od drugih

Produktivna kultura nastave matematike ukljucuje i ova nacela:

* uceni¢ke matematicke ideje su “razredna valuta”

— ideja svakog ucenika ima potencijal pridonijeti necCijem ucCenju matematike i kao takva
zasluzuje uvazavanje i povratnu informaciju od nastavnika

« ucenici imaju autonomiju u izboru metoda za rjeSavanje problemskih zadataka

— viSe razliCitih metoda omogucuje njihovu usporedbu i raspravu o njihovoj efikasnosti i
racionalnosti u drugim (matematickim) situacijama

* ucenicke pogreske vrijedna su prilika za u€enje

— uceniCke pogreske otvaraju mogucnost za ispitivanje pogresnih koncepcija (miskoncepcija) i
pogreSaka u zaklju€ivanju i podizu razinu analitiCkih sposobnosti svih u€enika

— pogreSke ne smijemo “gurati pod tepih” vec¢ ih treba konstruktivho upotrijebiti u ucenju i
poucCavanju matematike



METODE UCENJA | POUCAVANJA MATEMATIKE (2)

Ovakva paradigma podrazumijeva:
* izmijenjenu ulogu ucitelja

— ucitelj kao organizator (menadzer) procesa uc¢enja i pou€¢avanja, a ne
kao (jedini) autoritet znanja

« upotrebu raznolikih i raznovrsnih nastavnih sredstava i izvora znanja, a ne vise
samo udzbenika i zbirki zadataka



1.2. Socijalni oblici nastave
matematike



SOCIJALNI OBLICI NASTAVE

Aktivnosti razlikujemo i prema socijalnom obliku nastave u kojem se odvijaju:
« aktivnosti za cijeli razred (frontalna nastava)

— cijeli razredni odjel je jedna cjelina




SOCIJALNI OBLICI NASTAVE (2)

aktivnosti za rad u skupinama s tri ili viSe u€enika (diferencirana nastava)

— razredni odjel je fiziCki podijeljen u nekoliko skupina ucenika koji aktivnost izvode
zajednicKki

PS @ 12



SOCIJALNI OBLICI NASTAVE (3)

aktivnosti za rad u u€enickom paru (diferencirana nastava)

* individualne uc€eni€ke aktivnosti (individualni rad ucenika)



1.3. Matematicki eksperiment kao
metoda otkrivanja matematickih
zakonitostl



OTKRIVANJE MATEMATICKIH ZAKONITOSTI
EKSPERIMENTOM

MATEMATICKI EKSPERIMENT

= otkrivanje matematickih zakonitosti na konaéno mnogo konkretnih primjera,
obi€éno uz zaklju€ivanje nepotpunom indukcijom

Mozemo ga provesti na razne nac€ine:

« analizom zadane matemati€ke situacije na primjerima njenih pojedinaénih
elemenata ili klasa elemenata

— uvrstavanjem konkretnih vrijednosti u formulu

— razmatranjem pojedinaCcnih  matematickih objekata ili klasa objekata
(specijalizacija, konkretizacija, posebni slucCajevi i dr.)

— idr.

« uz pomo¢ konkretnih fizi€kih didakti€kih materijala (objekata)
— mjerenjem i aproksimacijom
— izrezivanjem Skarama i spajanjem / lijepljenjem

— idr.



OTKRIVANJE MATEMATICKIH ZAKONITOSTI
EKSPERIMENTOM (2)

MATEMATICKI EKSPERIMENT (nastavak)
uz pomo¢ tehnologije
— dzepnog racunala
— alata za izradu proracunskih tablica
— softvera dinami¢ne geometrije
— CAS alata

— idr.



OTKRIVANJE MATEMATICKIH ZAKONITOSTI
EKSPERIMENTOM (3)

MATEMATICKI EKSPERIMENT PRIDONOSI:

« aktivnosti uCenika i zanimljivosti nastave

* razvoju ucenicCkih organizacijskih vjestina

* razvoju vjestina suradnic¢ko-timskog rada

« razvoju komunikacijskih vjeStina (usmena, pisana i vizualna komunikacija)
* razvoju sposobnosti analitickog misljenja (analiza i sinteza situacije)

* razvoju sposobnosti apstrakcije | generalizacije (zakljuCivanje nepotpunom
indukcijom, analogijom i generalizacijom)

MATEMATICKI EKSPERIMENT PODRAZUMIJEVA:
» dobru nastavnikovu pripremu i organizaciju

« pripremu didaktickih materijala



2. PRIMJERI UCENICKIH
AKTIVNOSTI OTKRIVANJA
MATEMATICKIH ZAKONITOSTI
EKSPERIMENTOM

- Krug, kugla i njihove mjere -



2.1. KRUG | KRUZNICA




2.1.1. Opseg kruga




OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE

AKTIVNOST 1. Eksperiment mjerenjem fizi€kih objekata

Cilj aktivnosti:

* ucCenici Ce, radecCi u timu, mjerenjem i raCunanjem “otkriti” vezu opsega kruga i
njegovog polumjera

Oblik rada:
» suradniCko-timski rad uCenika u ¢etveroclanim timovima, u obliku “gostionice”
Potrebni materijal:

« fiziCki objekti oblika valjka i/ili (krnjeg) stoSca (poklopci, vaze, CasSe, konzerve i sl.
razliCitih promjera)

 konac / Spaga
* metar (oznaCeno ravnalo)
* dvije vete debele knjige tvrdih korica

* nastavni listiCi za svakog ucCenika s tablicama za zapisivanje rezultata mjerenja i
zakljuCaka



OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (2)

Tijek aktivnosti:

» ucenike podijelimo u timove

s uc€enicima kritiéki raspravljamo na koji naé€in sto preciznije izmjeriti promjer i
opseg kruga, pri €éemu oni daju svoje razli€ite prijedloge, te dogovaramo primjerene
mjerne jedinice (milimetri)

« ucCenici mjere promjer d predmeta kruznog oblika, postavljajuci ih izmedu dviju uspravnih
debljih knjiga uz rub stola

* izmjerene promjere ucenici biljeze u pripremljenu tablicu

d=2r



OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (3)

Tijek aktivnosti (nastavak):

ucenici mjere “opseg” predmeta tako da oko njihove “osnovke” omotaju konac ili Spagu i
na koncu / Spagi oznace puni krug

ucenici uz pomoc¢ ravnala mjere duljinu 0 konca / Spage do oznake (opseg kruga)
izmjerene veli€ine u€enici upisuju na odgovaraju¢a mjesta u tablici

ucenici za svaki krug raCunaju zbroj d + o, razliku o — d, umnozak d - o i koli¢nik o : d (uz
pomo¢ dzepnog racunala ili alata za izradu proraCunskih tablica) te formiraju tablicu s
izraCunatim vrijednostima

bitan korak je rasprava o broju decimala pri zaokruzivanju i smislenosti tog broja s
obzirom na nepreciznost pri mjerenju (koli€nike treba zaokruziti na jednu ili najviSe
dvije decimale)

ucenici uoCavaju da su svi omjeri priblizno jednaki

nastavnik dobiveni konstantni omjer oznaCava slovom 7 (Citaj: pi) i isprica prikladnu
(povijesnu) priCu o tom vaznom broju
VAZNO!
Mjerenja treba izvrsiti za razliCite valjkaste predmete, Sto je moguce vise njih.

Bilo bi dobro izvrsiti i viSe mjerenja za isti predmet (pogreska pri mjerenju).



OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (4)

TABLICA ZA REZULTATE MJERENJA

PROMJER
d

OPSEG

ZBROJ
d+o

RAZLIKA
o-d

UMNOZAK
d-o

KOLICNIK
o:d




OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (5)

Diskusija koju treba provesti s uc¢enicima:

potrebno je voditi raCuna o mjernim jedinicama (opseg i promjer kruga moraju biti
izmjereni istom mjernom jedinicom)

izraCunate vrijednosti omjera o : d bit ¢e izmedu 3.13 i 3.16 — potrebno je s uCenicima
prodiskutirati utjecaj (ne)preciznosti mjerenja na rezultat

obavezno prodiskutirati broj decimala na koje uop¢e ima smisla raCunati kolicnik o : d,
buduci da su i o id izmjereni priblizno (s preciznoS¢u od milimetra)



OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (6)

AKTIVNOST 2. Eksperiment uz pomo¢ ra€unala

Cilj aktivnosti:

* ucCenici Ce, u paru ili individualno mjereci u alatu dinami¢ne geometrije, “otkriti” vezu
opsega kruga i njegovog promjera

Oblik rada:

* individualni rad ili rad u paru u€enika na racunalu

Potrebni materijal:
* “radna biljeznica” u softveru dinami¢ne geometrije za svakog uCenika ili par u€enika

« nastavni listi¢ za svakog u€enika s uputama za rad, tablicom za zapisivanje mjerenja i
zakljuCaka



OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (7)

Tijek aktivnosti:

Ucenici Ce:

« Konstruirati kruznicu u alatu dinamiCne geometrije te izmjeriti njezin promjer (d) i
opseg (0)

* izraCunati zbroj d + o, razliku o — d, umnozak d - o i kolicnik o : d te formirati tablicu s
tim mjerenjima

* mijenjati promjer kruznice “povlacenjem tocke” i tabelirati pripadajuca mjerenja

PROMJER OPSEG ZBROJ RAZLIKA | UMNOZAK | KOLICNIK
d 0 d+o o-d d-o o:d




OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (8)

Tijek aktivnosti (nastavak):

Ucenici ¢e:

uoCavati pravilnosti u stupcima tablice

uredene parove (d, o) prikazati graficki u pravokutnom koordinatnom sustavu

Diskusija:

Ucenici ¢e:

uoCiti da kruznice veceg promjera imaju veCi opseg (opseg raste s promjerom
Kruznice)

uoCiti da je opseg kruznice uvijek veci od njenog promjera (razlike o — d su uvijek
pozitivhe)

uoCiti da je koli€nik o : d stalan (ne ovisi o promjeru kruznice)

diskutirati vrijednost kolicnika o : d s obzirom na podesSeni broj decimala u alatu
dinamic¢ne geometrije

uoCiti da sve toCke (d, o) pripadaju istom (polu)pravcu ishodiStem koordinatnog
sustava



OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (9)

& The Geometer's Sketchpad - [Slike-krug_kugla.gsp - 2]
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OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (10)

AKTIVNOST 3. Arhimedova metoda, eksperimentalno

Cilj aktivnosti:

* ucCenici Ce, radecCi u paru ili individualno, aproksimiranjem kruga njemu upisanim i
opisanim pravilnim mnogokutima “otkriti” vezu opsega kruga i njegovog promjera

Oblik rada:

* individualni rad ili rad u paru uCenika na racunalu ili uz pripremljen radni materijal

Potrebni materijal:
* “radna biljeznica” u softveru dinami€ne geometrije za svakog ucenika ili par u€enika

« nastavni listi¢ za svakog u€enika s uputama za rad, tablicom za zapisivanje rezultata
mjerenja i zapisivanje zakljuCaka



OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (11)

Tijek aktivnhosti:
UcCenici Ce:

« Kkonstruirati kruznicu, u nju upisati kvadrat te konstruirati kvadrat opisan nacrtanoj
kruznici, sa stranicama paralelnima stranicama upisanog kvadrata




OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (12)

Tijek aktivnosti (nastavak):

Udenici ¢e:

konstruirati kruznicu, u nju upisati pravilni osmerokut te konstruirati pravilni osmerokut
opisan nacrtanoj kruznici, sa stranicama paralelnima stranicama upisanog osmerokuta

konstruirati kruznicu, u nju upisati pravilni Sesnaesterokut te konstruirati pravilni
Sesnaesterokut opisan nacrtanoj kruznici, sa stranicama paralelnima stranicama
upisanog Sesnaesterokuta

izmijeriti promjer kruznice te duljinu stranice svakog upisanog i opisanog mnogokuta




OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (13)

Tijek aktivnosti (nastavak):
UcCenici Ce:
« izraCunati opseg svakog upisanog i opisanog mnogokuta

« zakljuciti da je opseg upisanog mnogokuta manji od opsega odgovarajuceg opisanog
mnogokuta

« zakljuciti da se povecanjem broja stranica opsezi upisanih mnogokuta povecavaju, a
opsezi opisanih mnogokuta smanjuju

« podijeliti opseg svakog upisanog i odgovaraju¢eg opisanog mnogokuta promjerom
kruznice

 jzracunati razliku dobivenih kolicnika

« zakljuciti da se dobiveni koliCnici priblizavaju broju 7, a njihova razlika nuli

(0] (0) (0) 0] 0) (0)
4,u < 8,u < 16,u <1< 16,0 < 8,0 < 4,0
d d d d d d



OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (14)

TABLICA ZA REZULTATE MJERENJA | RACUNANJE

DULJINA OPSEG DULJINA OPSEG o
n STRANICE UPISANOG STRANICE OPISANOG PROMJ ER o o °_
UPISANOG MNOGOKUTA OPISANOG MNOGOKUTA | KRUZNICE u 0
MNOGOKUTA 0, MNOGOKUTA 0, Oy
4
8

16




OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (15)

Diskusija:

S u€enicima trebamo prodiskutirati sljedece:

usporediti pribliznu vrijednost broja 7, zaokruzenog na pet decimala (7 = 3.14159), s
dobivenim aproksimacijama o,: dio,: d

za svaki od analiziranih mnogokuta, po veli€ini usporeditio,: dio,: d
broj 7 nalazi se izmedu dobivenih aproksimacija

koji od zadanih mnogokuta daje pribliznu vrijednost najblizu stvarnoj vrijednosti broja 77

usporediti aproksimacije dobivene za svaki od mnogokuta i analizirati Sto se dogada s
razlikom o,: d - o, : d poveCanjem broja stranica mnogokuta

skrenuti paznju da je Arhimed broj 7z odredio pomocu pravilnih 96-terokuta upisanih i
opisanih kruznici

skrenuti paznju da je Arhimed kao donju i gornju ogradu za broj /z dobio:

3£<7r<31
71 7



OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (16)

AKTIVNOST 4. Arhimedova metoda, raéunski (primjereno samo osmom razredu)

Cilj aktivnosti:

* ucenici Ce, radeci individualno, aproksimacijom jedinicnog kruga njemu upisanim
pravilnim mnogokutima i primjenom Pitagorinog poucka odrediti pribliznu vrijednost
broja 7

Oblik rada:

* |ndividualni rad ucenika

Potrebni materijal:
* dzepno racunalo ili raCunalni alat za izradu proracunskih tablica

* nastavni listi¢ za svakog uCenika s uputama za rad i tablicom za zapisivanje rezultata
| zakljuCaka



OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (17)

Tijek aktivnosti:
Ucenici Ce:

* U jediniéni krug upisati pravilni Sesterokut, dvanaesterokut, 24-terokut, 48-terokut i
96-terokut, odrediti duljine njihovih stranica i poluopsege te ih usporediti s brojem &

« saznati da je upravo ovom metodom broj /r raCunao Arhimed




OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (18)

TABLICA ZA PODATKE | REZULTATE

BROJ
STRANICA
MNOGOKUTA

n

DULJINA
STRANICE
MNOGOKUTA

an

OPSEG
MNOGOKUTA

0,

PROMJER
KRUGA

d

6

12

24

48

96

NIDNINIDNIDN




OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (19)

Analiza;:

duljina stranice pravilnog Sesterokuta upisanog u jediniCni krug je 1 (karakteristicni
trokuti pravilnog Sesterokuta jednakostranicni)

vrhove pravilnog dvanaesterokuta upisanog u jedini¢ni krug dobivamo kao vrhove
upisanog pravilnog Sesterokuta (“stari” vrhovi) i kao sjeciSta jediniCne kruznice i
simetrala stranica upisanog pravilnog Sesterokuta (“novi” vrhovi)

duljinu stranice upisanog pravilnog dvanaesterokuta odredujemo primjenom
Pitagorinog poucka




OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (20)

Analiza (nastavak):

detaljnija slika — dva puta primijenimo Pitagorin pou€ak




OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (21)

Analiza (nastavak):

2
X=,1- 1 =ﬁz0.86602
2 2
1-x~0.13398

2
a,, = \/(1— x)? +(%j ~0.51764

O1p _ 6.2117 _ 310585
d 2




OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (22)

Analiza (nastavak):
« isti postupak nastavljamo i za upisani pravilni 24-terokut

« vrhovi upisanog pravilnog 24-terokuta su vrhovi upisanog pravilnog dvanaesterokuta i
sjecista jediniCne kruznice i simetrala stranica upisanog pravilnog dvanaesterokuta

1- X4 X24




OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (23)

Analiza (nastavak):

« duljinu stranice upisanog pravilnog 24-terokuta opet odredimo primjenom Pitagorinog

poucka
a 2
Xoq = 1—(%} ~ 0.96579
1
aiz
24 2 2 | &2 i
1- 4 X24

0,, =24-a,, ~6.2653

O24 6.2653 _ 313265
d 2




OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (24)

Analiza (nastavak):

- analogno nastavljamo i dalje — duljinu stranice upisanog pravilnog 2n-terokuta
odredimo primjenom Pitagorinog poucka pomocu duljine stranice upisanog

pravilnog n-terokuta

 jteriramo istu formulu

1
a2n an
2
1 = X2n X2n




OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (25)

ISPUNJENA TABLICA ZA PODATKE | REZULTATE

BROJ DULJINA
STRANICA STRANICE MNgF(;%EK%T N Pigl'\féiR KOLIGNIK
MNOGOKUTA | MNOGOKUTA . 0. d
n a, On
6 1 6 2 3

12 0.51764 6.2117 2 3.10585

24 0.26105 6.2653 2 3.13265

48 0.13081 6.2787 2 3.13935

96 0.06544 6.2821 2 3.14105




OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (26)

Diskusija:

ucCenici trebaju uociti da povecanjem broja stranica upisanog pravilnog mnogokuta
dobivamo sve bolju aproksimaciju broja 77

aproksimacije Cine rastuci niz

0] 0) 0] 0] 0)
6 o P12 P24 Das _ e
d d d d d

<TT

treba prodiskutirati da povecanjem broja stranica mnogokuta (udvostruCenjem u
svakom koraku) raste i koli¢ina raCunanja (raCunamo iterativno), a time i pogreska
aproksimacije (svaki korijen raCunamo priblizno, na odredeni broj decimala, koristeci
pritom prethodno izraCunate priblizne vrijednosti)

uCenici mogu pokusati predvidjeti Sto bi se dogadalo kod bismo, umjesto upisanih
pravilnin mnogokuta, gledali pravilne mnogokute opisane jedinichom krugu (padajuci

niz aproksimacija koje konvergiraju broju 7)



OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (27)

Napomena:

Isti proces zakljuCivanja i ista aktivnost moze se ponoviti i s upisanim pravilnim
mnogokutima za n = 4, 8, 16, 32, 64.




OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (28)




OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (29)

ISPUNJENA TABLICA ZA PODATKE | REZULTATE

BROJ POMOCNA DULJINA
STRANICA DULJINA STRANICE MNgg%EK%T \ PEgl'\J/'éiR KOLICNIK
MNOGOKUTA | MNOGOKUTA | MNOGOKUTA 5 q on:d

n Xn an "

4 1,414213562 | 5,656854249 2 2,828427125
8 0,707106781 | 0,765366865 | 6,122934918 2 3,061467459
16 0,923879533 | 0,390180644 | 6,242890305 2 3,121445152
32 0,98078528 | 0,196034281 | 6,273096981 2 3,136548491
64 0,995184727 | 0,098135349 | 6,280662314 2 3,140331157




2.1.2. Duljina kruznog luka




DULJINA KRUZNOG LUKA

CILJ AKTIVNOSTI

UcCenici Ce, rade¢i u paru na pripremljenom nastavnom listiCu, otkriti ovisnost duljine
kruznog luka dane kruznice o veliCini pripadnog srediSnjeg kuta.

NASTAVNI OBLIK

« diferencirana nastava u obliku rada u paru

NASTAVNA METODA

« heuristiCka nastava (otkrivanje pravilnosti)

POTREBAN MATERIJAL
* motivacijski zadatak

« nastavni listi¢ za svakog ucenika



DULJINA KRUZNOG LUKA (2)

TIJEK AKTIVNOSTI

UCitelj pred uCenike postavlja kontekstualizirani mativacijski zadatak.

Zadatak.

Odredite duljinu dijela Zemljinog ekvatora koji odgovara razlici geografskih duzina
od 15°. Polumjer Zemlje duljine je priblizno 6 400 km.

6 400 km
15°




DULJINA KRUZNOG LUKA (3)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak)
« UcCenici interpretiraju tekst zadatka prevodeci ga na matematicki jezik.

« ZakljuCuju da je potrebno odrediti duljinu kruznog luka kruznice (ekvatora) polumjera
6 400 km, koji odgovara srediSnjem kutu veliCine 15°.

6 400 km

6 400 km _~7 ‘ o

15°

« Prema tome, potrebno je povezati duljinu kruznog luka i veli€inu pripadnog
sredisnjeg kuta.



DULJINA KRUZNOG LUKA (4)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak)
* UCcenici prvo intuitivno uoCavaju kako se mijenja duljina kruznog luka:

— za zadanu kruznicu (duljina polumjera je fiksna), ve¢em srediSnjem kutu odgovara
dulji pripadni kruzni luk (Sto nije dovoljno za zaklju€ak o proporcionalnosti!!)

KOVARIJACIJA!!!

a<f=h<h



DULJINA KRUZNOG LUKA (5)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak)

— za zadani sredisnji kut (veliCina kuta je fiksna), kruznici ve¢eg polumjera odgovara
dulji kruzni luk

KOVARIJACIJA!!I

n<r=h<h



DULJINA KRUZNOG LUKA (6)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak)

« Sada je potrebno otkriti tip ovisnosti duljine kruznog luka zadane (fiksne) kruznice o
veli€ini pripadnog sredisnjeg kuta.

« UcCenici dobivaju nastavni listi¢ kojeg trebaju popuniti radeci u paru.

 Na nastavnom listiCu prvo promatraju duljine poznatih kruznih lukova, vezane uz
koncept razlomka i pridruzuju im sredisnji kut.

« Cilj prvog dijela nastavnog listiCa je do¢i do duljine kruznog luka koja odgovara
srediSnjem kutu veliine 1°.

« Nakon toga, multipliciranjem uz primjenu analogije i generalizacije nepotpunom
indukcijom, ucenici otkrivaju op¢u ovisnost.

* U procesu uoCavanja pravilnosti bitno je ne preskakati logiCke korake!



DULJINA KRUZNOG LUKA (7)

Dana je kruznica opsega 0. Radeéi u paru dopunite tablicu! Sto primjeéujete?

DULJINA

KRUZNOG LUKA SREDISNJI KUT

KRUZNI LUK DIO KRUZNICE

&




DULJINA KRUZNOG LUKA (8)

Tablica (nastavak)

KRUZNI LUK

DIO KRUZNICE

DULJINA
KRUZNOG LUKA

SREDISNJI KUT

dh
N




DULJINA KRUZNOG LUKA (9)

Tablica (nastavak)

KRUZNI LUK

DIO KRUZNICE

DULJINA
KRUZNOG LUKA

SREDISNJI KUT




DULJINA KRUZNOG LUKA (10)

Tablica (nastavak)

KRUZNI LUK

DIO KRUZNICE

DULJINA
KRUZNOG LUKA

SREDISNJI KUT




DULJINA KRUZNOG LUKA (11)

Tablica (nastavak)

KRUZNI LUK

DIO KRUZNICE

DULJINA
KRUZNOG LUKA

SREDISNJI KUT

1 . .
—— Kkruznice
360




DULJINA KRUZNOG LUKA (12)

Dana je kruznica opsega 0. Radeéi u paru dopunite tablicu! Sto primjeéujete?

KRUZNI LUK

DIO KRUZNICE

DULJINA
KRUZNOG LUKA

SREDISNJI KUT

cijela kruznica

= 1 cijelo

0 = opseg kruga

360°

&

E kruznice
2

N| O

360 _180°




DULJINA KRUZNOG LUKA (13)

Tablica (nastavak)

- . DULJINA =
KRUZNI LUK DIO KRUZNICE KRUZNOG LUKA SREDISNJI KUT

360° _ g0

~lO

1 kruznice
4

N

dh

| o

} kruznice
8




DULJINA KRUZNOG LUKA (14)

Tablica (nastavak)

DULJINA

KRUZNOG LUKA SREDISNJI KUT

KRUZNI LUK DIO KRUZNICE

360°

kruznice =120°

w|o

‘ : ‘ \ l kruznice
6

oo




DULJINA KRUZNOG LUKA (15)

Tablica (nastavak)

. - DULJINA X
KRUZNI LUK DIO KRUZNICE KRUZNOG LUKA SREDISNJI KUT
E kruznice 9 360 =72°
5 5
i Kruznice 9 360 = 36°
10 10 10




DULJINA KRUZNOG LUKA (16)

Tablica (nastavak)

DULJINA

KRUZNOG LUKA SREDISNJI KUT

KRUZNI LUK DIO KRUZNICE

0 360° B
360 360

1 . .
—— Kkruznice
360




DULJINA KRUZNOG LUKA (17)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak)

UcCenici ¢e uocCiti da se prepolavljanjem veliCine srediSnjeg kuta prepolavlja i duljina
pripadnog kruznog luka.

Takoder ¢e uocCiti i da se smanjenjem veli€ine srediSnjeg kuta 4 puta jednako toliko
puta smanjila i duljina pripadnog kruznog luka.

Zapravo, ucenici ¢e primijetiti da su duljina kruznog luka i veliCina odgovarajuceg
srediSnjeg kuta proporcionalne veli€ine.

Preostaje osvijestiti koeficijent proporcionalnosti, tj. jedini€nu vrijednost.
To je upravo duljina kruznog luka koja odgovara jedinicnom kutu, tj. kutu veli€ine 1°.

Kako bi to osvijestili, u€enici sada dopunjuju i drugu tablicu.



DULJINA KRUZNOG LUKA (18)

U paru dopunite i ovu tablicu!

DULJINA ) DULJINA
SREDISNJI KUT KRUZNOG SREDISNJI KUT KRUZNOG
LUKA LUKA
1° 5o
20 10°
3° 15°
4° 47°




DULJINA KRUZNOG LUKA (19)

Tablica (nastavak)

DULJINA
SREDISNJI KUT KRUZNOG
LUKA
0.5°
213.7°




DULJINA KRUZNOG LUKA (20)

U paru dopunite i ovu tablicu!

DULJINA ) DULJINA
SREDISNJI KUT KRUZNOG SREDISNJI KUT KRUZNOG
LUKA LUKA
1° 9 5o o
360 360
2° 2. 2 10° 0. 0
360 ANALOGIIA 360
3° 3. o 15° 5. 9
360 360
o .o 47° 7.2
4 4 360 360




DULJINA KRUZNOG LUKA (21)

Tablica (nastavak)

DULJINA
SREDISNJI KUT KRUZNOG
LUKA
0.5° 05—
360
(0]
213.7° 213.7 ——
360
0° 0.-2 _po
360
(0]
360

S

| OVE SU ANALOGIJE VAZNE!

GENERALIZACIJA

(nepotpunom indukcijom)




DULJINA KRUZNOG LUKA (22)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak)

« Konacno, ucenici su dosli do zakljucka da je duljina | kruznog luka kruznice opsega o,
koji odgovara srediSnjem kutu veliCine a dana izrazom:

o)
| =l(a) =—«
(@) 360
0
« Dakle, koeficijent proporcionanosti jednak je 360"
 Ako je kruznica bila polumjera duljine r, zbog prije nauCene veze o = 2rmr ucenici
zakljucuju:
2rmw rz
|l =——a=—
360 180

 Napomena: Vezu je ipak smislenije pamtiti u obliku |l = %-a




DULJINA KRUZNOG LUKA (23)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak)

Na kraju se treba vratiti na polazni kontekstualizirani zadatak i rijesiti ga.

Iz danih podataka zakljuCujemo da je duljina dijela ekvatora koji odgovara razlici od
15° u geografskoj duzini jednaka

 2.6400-7
360

| 1521675 km

Ima li u ovom racunu smisla koristiti decimale?!

6 400 km
15°




2.1.3. Povrsina kruga




POVRSINA KRUGA

AKTIVNOST 1. Eksperiment mjerenjem pomoc¢u milimetarskog papira
Cilj aktivnosti:

» ucenici Ce, radedi u paru, mjerenjem povrsSine kruga prebrojavanjem jedini¢nih kvadrati¢a
na milimetarskom papiru “otkriti” vezu povrsine kruga i njegovog polumjera

Oblik rada:

» individualni rad ili rad u paru ucenika

Potrebni materijal:

* milimetarski papir za svaki par (ili tim) u€enika

« Sestar

» dzepno racunalo ili raCunalni alat za izradu proracunskih tablica

« tablica za zapisivanje rezultata mjerenja, raCunanja i zakljuCaka



POVRSINA KRUGA (2)

Tijek aktivnosti:

svaki par (ili tim) uCenika na milimetarskom papiru konstruira krugove zadanih

polumjera, npr. 1 cm,2cm, 3cm,4cmi5cm

prebrojavanjem kvadratnih centimetara i kvadratnih milimetara (jediniCnih kvadratic¢a
oznacenih na milimetarskom papiru) ucenici mjere povrsinu kruga i upisuju ju u tablicu

za svaki krug ucenici izraCunaju omjer njegove povrsine i kvadrata njegovog polumjera,
r - r (dzepnim racunalom ili uz pomo¢ racunalnog alata za izradu proracunskih tablica),

te ga upisuju u tablicu

POLUMJER
KRUGA

r

POVRSINA
KRUGA

P

KOLICNIK
P:(r-r)




POVRSINA KRUGA (3)

Tijek aktivnosti (nastavak):

= :‘:::g.




POVRSINA KRUGA (4)

Tijek aktivnosti (nastavak):

« analizom rezultata svih parova (ili timova), uCenici ¢e zakljuciti da je koliCnik povrsSine i
kvadrata polumjera kruga, P : (r - r), konstantan i jednak 7

» dobiveni omjeri P : (r - r) bit ¢e ve¢inom izmedu 3.131i 3.16

« konacéni zaklju¢ak bit ¢e da je povrSina kruga, P, odredena formulom P = r27x, pri ¢emu
je r polumjer kruga

Diskusija koju treba provesti s uéenicima:

* vazno je da polumjer i povrSina budu mjereni odgovarajuc¢im mjernim jedinicama (cm i
cm?, odnosno, mm i mm?)

4 2
=il 1 mm

1 cm? /




POVRSINA KRUGA (5)

Diskusija koju treba provesti s u€enicima (nastavak):

« bitno je s u€enicima prodiskutirati razliCite strategije prebrojavanja kvadrati¢a povrsine
1 cm?i 1 mm? na milimetarskom papiru, npr.

— ucenici mogu najprije prebrojati “cijele” kvadratne centimetre, a onda ostatak
kvadratnih milimetara

— ucCenici mogu prebrojavanjem kvadratiCa odrediti povrSinu polovine kruga, a
povrSinu cijelog kruga odrediti mnozenjem dobivenog rezultata s 2

— ucCenici mogu prebrojavanjem kvadrati¢a odrediti povrSinu Cetvrtine kruga, a
povrsinu cijelog kruga odrediti mnozenjem dobivenog rezultata s 4




POVRSINA KRUGA (6)

Diskusija koju treba provesti s u€enicima (nastavak):

* pozeljno je da viSe parova (ili timova) u€enika konstruira krug istog polumjera jer time
dobivamo priliku za diskusiju o pogreskama pri mjerenju

odabirom razliCitin strategija prebrojavanja ucenici ¢e dobiti razliite povrSine
krugova jednakih polumjera

najvece Ce razlike nastupiti pri prebrojavanju “rubnih” kvadratiCa milimetarskog
papira (uz kruznicu), na Sto utjecaj moze imati i debljina olovke Sestara

za kvadratice koji samo djelomicno pripadaju krugu trebat ¢e odlucCiti hoce li ih
ubraoijiti ili zanemariti

pri mjerenju polovine kruga i mnozenju rezultata s 2 pogreSka se udvostrucCuje, a
pri mjerenju Cetvrtine kruga i mnozZenju s 4 ucCetverostruCuje - zakljuCak:
pojednostavljivanje mjerenja moze dovesti do vece pogreske u rezultatu

« s uCenicima treba prodiskutirati na koliko je decimala uopc¢e smisleno raCunati koli¢nik

P :

(r - r) (na jednu ili najviSe dvije), buduci da se pogreska javlja ve¢ u mjerenju

povrSine P, i to reda veliGine mm?



POVRSINA KRUGA (7)

AKTIVNOST 2. Eksperiment uz pomo¢ ra€unala

Cilj aktivnosti:

« ucCenici Ce, radeci individualno ili u paru, mjereci u alatu dinami¢ne geometrije, “otkriti”
vezu povrsine kruga i njegovog polumjera

Oblik rada:

* individualni rad ili rad u paru uc¢enika na racunalu

Potrebni materijal:
* ‘“radna biljeznica” u softveru dinamic¢ne geometrije za svakog ucenika ili par ucenika

« nastavni listic za svakog uCenika s uputama za rad, tablicom za zapisivanje mjerenja i
zakljuCaka



Tijek aktivnosti:

Udenici ¢e:

* nacrtati kruznicu u alatu dinamine geometrije te izmijeriti njezin polumjer (r), promjer
(d), opseg (0) i povrsinu (P)

POVRSINA KRUGA (8)

* izraCunati kolicnike P :r, P :d, P:0i P : (r-r)te formirati tablicu s tim mjerenjima

* mijenjati promjer kruznice “povlaCenjem toCke” i tabelirati pripadajuca mjerenja

POLUMJER
r

PROMJER
d

OPSEG

POVRSINA
P

KOLICNIK
P:r

KOLICNIK
P:d

KOLICNIK
P:o

KOLICNIK
P:(r-r)




POVRSINA KRUGA (9)

Tijek aktivnosti (nastavak):
UcCenici Ce:
* uocCavati pravilnosti u stupcima tablice

» uredene parove (r, P) prikazati graficki u pravokutnom koordinatnom sustavu

Diskusija:
Ucenici Ce:

« uocCiti da krugovi veéeg polumjera imaju vecéi opseg i povrsinu (rastu s polumjerom
Kruznice)

» uociti da kolicniciP : r, P : d i P : orastu s povecanjem polumjera kruga
« uociti da je kolicnik P : (r - r) stalan (ne ovisi o polumjeru kruga)

« diskutirati vrijednost kolicnika P : (r - r) s obzirom na podeSeni broj decimala u alatu
dinami¢ne geometrije

» uociti da sve toCke (r, P) pripadaju istoj krivulji koja nije pravac ni neki njegov dio



POVRSINA KRUGA (10)

U The Geometer's Sketchpad - [Slike-krug_kugla.gsp - 2]
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POVRSINA KRUGA (11)

AKTIVNOST 3. Arhimedova metoda disekcije kruga, eksperiment uz pomo¢ raéunala

Cilj aktivnosti:

» ucenici ¢e analizom materijala pripremljenog u alatu dinami¢ne geometrije “otkriti” vezu
povrSine kruga i njegovog polumjera svodenjem na trokut

Oblik rada:

* individualni rad ili rad u paru uc¢enika na racunalu

Potrebni materijal:
* ‘“radna biljeznica” u softveru dinamic¢ne geometrije za svakog ucenika ili par ucenika

« nastavni listi¢ za svakog uCenika s uputama za rad i prostorom za zapisivanje zakljuCaka



POVRSINA KRUGA (12)

Tijek aktivnosti:
Arhimedova ideja:

krug mozemo zamisliti kao beskonacno mnogo koncentriénih kruznica (namotanih oko
srediSta kruga)




POVRSINA KRUGA (13)

Tijek aktivnosti (nastavak):

Arhimedova ideja (nastavak):

« razrezemo li krug duz jednog njegovog polumijera i “razmotamo ga”, sve njegove kruznice
mozemo razvuci u duzine duljina jednakih njihovom opsegu




POVRSINA KRUGA (14)

Tijek aktivnosti (nastavak):
Arhimedova ideja (nastavak):

« nastavimo li profinjavati “mrezu” koncentricnih kruznica, u “granicnom slucaju” dobivene
duZine formiraju pravokutni trokut

« povrSina tog pravokutnog trokuta jednaka je povrSini polaznog kruga (krug smo
“prerezali” i “razmotali” u trokut) — uCenici se u to mogu uvjeriti za razliCite krugove,
mjerenjem u softveru dinami¢ne geometrije

®




POVRSINA KRUGA (15)

Tijek aktivnosti (nastavak):
Arhimedova ideja (nastavak):

* oshovicu tog pravokutnog trokuta predstavlja “razmotana kruznica” koja obrubljuje
polazni krug, a pripadna je visina polumjer polaznog kruga

« zaklju€ak: povrsina P kruga polumjera r odredena je formulom

P =%(2|’7Z')-l’ =r°z

2rmw



POVRSINA KRUGA (16)

AKTIVNOST 4. Jos jedna metoda disekcije kruga

Cilj aktivnosti:

* ucCenici Ce, radeci u paru ili individualno, razrezivanjem kruga na sve vise sukladnih
kruznih isjeCaka te analizom materijala pripremljenog u alatu dinamine geometrije
“otkriti” vezu povrSine kruga i njegovog polumjera svodenjem na pravokutnik

Oblik rada:

* individualni rad ili rad u paru ucenika

Potrebni materijal:

» krugovi razli¢itih polumjera, na papiru, s oznacenim Cetvrtinama, po jedan za svaki par
ucCenika

» Skare za svaki par ucenika
« “radna biljeznica” u softveru dinamic¢ne geometrije za svakog ucenika ili par uCenika

« nastavni listi¢ za svakog uCenika s uputama za rad i prostorom za zapisivanje zakljuCaka



POVRSINA KRUGA (17)

Tijek aktivnosti:

« ucenicima podijelimo krugove s oznacCenim Cetvrtinama, koje oni razrezuju i slazu kao na
slici




POVRSINA KRUGA (18)

Tijek aktivnosti (nastavak):

vazno je da ucenici zaklju€e da novi lik ima jednaku povrSinu kao polazni krug (samo
smo ga “preslozili”)

uCenici uoCavaju da je duljina svake od dviju “valovitih linija” jednaka polovini opsega
polaznog kruga te da su “boCne stranice” novonastalog lika dvije paralelne duzine duljine
jednake polumjeru tog kruga

rmw



POVRSINA KRUGA (19)

Tijek aktivnosti (nastavak):

« aktivnost se nastavlja tako da ucenici svaki od (Cetiri sukladna) kruzna isjeCka podijele
na dva sukladna kruzna isjeCka (ukupno ih je osam) i od njih sastave novi lik, kao na slici

N




POVRSINA KRUGA (20)

Tijek aktivnosti (nastavak):

* ucCenici opet uoCavaju da i ovaj novi lik ima jednaku povrSinu kao polazni krug (samo
smo “preslozili” polazni krug)

* ucCenici takoder uoCavaju i da je duljina svake od dviju “valovitih linija” novog lika ostala
nepromijenjena u odnosu na prethodni lik (jednaka je polovini opsega polaznog kruga) i
da su “boCne stranice” novonastalog lika opet dvije paralelne duzine duljine jednake
polumjeru tog kruga

ucCenici uoCavaju i da su “valovite linije” u novom liku “ispeglanije” nego u prethodnom

oA




POVRSINA KRUGA (21)

Tijek aktivnosti (nastavak):

« aktivnhost se dalje nastavlja na isti nacin - svaki od 8 sukladnih kruznih isjeCaka ucenici
dijele na dva sukladna kruzna isjeCka (ukupno ih je 16) i od njih sastavljaju novi lik, kao
na slici

« opet zakljuCuju da se povrsSina lika nije promijenila, kao ni duljine njegove “osnovice” |
“boCnih stranica”, no “valovite linije” su sve ravnije i sve viSe nalik duzini

¥/




POVRSINA KRUGA (22)

Tijek aktivnosti (nastavak):

« ucenici postupak misaono nastavljaju do u beskonacCnost, dijeleCi postoje¢e kruzne
isjeCke na dva sukladna dijela i formiraju¢i nove likove

« povrSina likova ovim se postupkom ne mijenja, kao ni duljine njihovih “osnovica” i
“bocnih stranica”, no “valovite linije” postaju sve ravnije i sliCnije duzini

S TN,




POVRSINA KRUGA (23)

Tijek aktivnosti (nastavak):

* ucCenici primjeCuju da svakom novom iteracijom dobiveni lik postaje sve slicCniji,
najprije paralelogramu, a zatim pravokutniku sa stranicama cije su duljine jednake
poluopsegu te polumjeru polaznog kruga i Cija je povrSina jednaka povrsini polaznog
kruga

« zakljucak:

P=(rz)r=r°z




2.1.4. Povrsina kruznog isjeCka




POVRSINA KRUZNOG ISJECKA

CILJ AKTIVNOSTI

UcCenici Ce, radecCi u paru na pripremljenom nastavnom listi¢u, otkriti ovisnost povrsine
kruznog isjeCka danog kruga o veliCini pripadnog srediSnjeg kuta.

NASTAVNI OBLIK

« diferencirana nastava u obliku rada u paru

NASTAVNA METODA

« heuristiCka nastava (otkrivanje pravilnosti)

POTREBAN MATERIJAL
* motivacijski zadatak

« nastavni listi¢ za svakog ucenika



POVRSINA KRUZNOG ISJECKA (2)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak)
« UCcenici prvo intuitivno uoCavaju kako se mijenja povrsina kruznog isjeCka:

— za zadani krug (duljina polumjera je fiksna), ve¢em srediSnjem kutu odgovara
kruzni isjeCak vece povrsine (Sto nije dovoljno za zaklju€ak o proporcionalnosti!!)

V4

KOVARIJACIJA!!!

a<B=P, <P,



POVRSINA KRUZNOG ISJECKA (3)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak)

— za zadani sredisnji kut (veliCina kuta je fiksna), krugu veceg polumjera odgovara
kruzni isjeCak vecCe povrsine

A KOVARIJACIJA!!I

I’1<I’2:>P1<P2



POVRSINA KRUZNOG ISJECKA (4)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak)

Sada je potrebno otkriti tip ovisnosti povrSine kruznog isjeCka zadanog (fiksnog)
kruga o veli€ini pripadnog srediSnjeg kuta.

UcCenici dobivaju nastavni listi¢ kojeg trebaju popuniti radeci u paru.

Na nastavnom listiéu prvo promatraju povrsine poznatih kruznih isjeCaka, vezane uz
koncept razlomka i pridruzuju im sredisnji kut.

Cilj prvog dijela nastavnog listica je doCi do povrSine kruznog isjeCka koja odgovara
srediSnjem kutu veliine 1°.

Nakon toga, multipliciranjem uz primjenu analogije i generalizacije nepotpunom
indukcijom, ucenici otkrivaju op¢u ovisnost.

U procesu uoCavanja pravilnosti bitno je ne preskakati logiCke korake!



POVRSINA KRUZNOG ISJECKA (5)

Dana je kruznica povrsine P. Radeéi u paru dopunite tablicu! Sto primjeéujete?

. POVRSINA
,ggg X','( DIO KRUGA KRUZNOG SREDISNJI KUT
ISJECKA

&




POVRSINA KRUZNOG ISJECKA (6)

Tablica (nastavak)

KRUZNI
ISJECAK

DIO KRUGA

POVRSINA
KRUZNOG
ISJECKA

SREDISNJI KUT

dh
N




POVRSINA KRUZNOG ISJECKA (7)

Tablica (nastavak)

KRUZNI
ISJECAK

DIO KRUGA

POVRSINA
KRUZNOG
ISJECKA

SREDISNJI KUT




POVRSINA KRUZNOG ISJECKA (8)

Tablica (nastavak)

KRUZNI
ISJECAK

DIO KRUGA

POVRSINA
KRUZNOG
ISJECKA

SREDISNJI KUT




POVRSINA KRUZNOG ISJECKA (9)

Tablica (nastavak)

KRUZNI
ISJECAK

DIO KRUGA

POVRSINA
KRUZNOG
ISJECKA

SREDISNJI KUT

L kruga
360




POVRSINA KRUZNOG ISJECKA (10)

Dana je kruznica povrsine P. Radeéi u paru dopunite tablicu! Sto primjeéujete?

. POVRSINA
,ggg X','( DIO KRUGA KRUZNOG SREDISNJI KUT
ISJECKA
cijeli krug P = povrsina 260°
= 1 cijelo kruga




POVRSINA KRUZNOG ISJECKA (11)

Tablica (nastavak)

S POVRSINA
,ggg X','( DIO KRUGA KRUZNOG SREDISNJI KUT
ISJECKA
/m 1 kruga P 360 _ 90°
/| 4
1 kruga P 360 _ 450
8 8 8




POVRSINA KRUZNOG ISJECKA (12)

Tablica (nastavak)

. POVRSINA
,ggg X','( DIO KRUGA KRUZNOG SREDISNJI KUT
ISJECKA
— kruga E 360 —120°
3
| ' | 1 kruga P 360 — 60°




POVRSINA KRUZNOG ISJECKA (13)

Tablica (nastavak)

. POVRSINA
,ggg X','( DIO KRUGA KRUZNOG SREDISNJI KUT
ISJECKA
1 kruga P 360 _ 790
S 5
1 Kruga P 360 _ 3Q°




POVRSINA KRUZNOG ISJECKA (14)

Tablica (nastavak)

; POVRSINA
,ggg 2','( DIO KRUGA KRUZNOG SREDISNJI KUT
ISJECKA
P 360°

1
—— Kkruga — _
360 360 360




POVRSINA KRUZNOG ISJECKA (15)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak)

UcCenici Ce uociti da se prepolavljanjem veliCine srediSnjeg kuta prepolavlja i povrsina
pripadnog kruznog isjecka.

Takoder ¢e uocCiti i da se smanjenjem veli€ine srediSnjeg kuta 4 puta jednako toliko
puta smanjila i povrSina pripadnog kruznog isjeCka.

Zapravo, ucenici ¢e primijetiti da su povrsina kruznog isjecka i veli€ina odgovarajuceg
srediSnjeg kuta proporcionalne veli€ine.

Preostaje osvijestiti koeficijent proporcionalnosti, tj. jedini€nu vrijednost.

To je upravo povrSina kruznog isjeCka koja odgovara jedinicnom kutu, tj. kutu veliine
1°.

Kako bi to osvijestili, u€enici sada dopunjuju i drugu tablicu.



POVRSINA KRUZNOG ISJECKA (16)

U paru dopunite i ovu tablicu!

POVRSINA ) POVRSINA
SREDISNJI KUT KRUZNOG SREDISNJI KUT KRUZNOG
ISJECKA ISJECKA
1° 5o
20 10°
3° 15°
4° 47°




POVRSINA KRUZNOG ISJECKA (17)

Tablica (nastavak)

POVRSINA
SREDISNJI KUT KRUZNOG
ISJECKA
0.5°
213.7°




POVRSINA KRUZNOG ISJECKA (18)

U paru dopunite i ovu tablicu!

POVRSINA ) POVRSINA
SREDISNJI KUT KRUZNOG SREDISNJI KUT KRUZNOG
ISJECKA ISJECKA
L0 P 5o 5 P
360 360
D0 2. P 10° P
360 360
ANALOGIJA
30 5. P 150 P
360 360
40 4. P 47° P
360 360




POVRSINA KRUZNOG ISJECKA (19)

Tablica (nastavak)

POVRSINA
SREDISNJI KUT KRUZNOG
ISJECKA
0.5° P
360
213.7° 213.7- i
360
0° 0.7 _o
360
P
360

= | OVE SU ANALOGIJE VAZNE!

GENERALIZACIJA
(nepotpunom indukcijom)




POVRSINA KRUZNOG ISJECKA (20)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak)

« Konacno, ucenici su dosli do zakljuCka da je povrSina K kruznog isjeCka kruga
povrsine P, koji odgovara srediSnjem kutu veli€ine a dana izrazom:

K=K(a)= L-05
360
. . . P
« Dakle, koeficijent proporcionanosti jednak je 360"
« Ako je krug bio polumjera duljine r, zbog prije nauéene veze P = r?mw ucenici
zaklju€uju:
2
360
« Napomena: Vezu je ipak smislenije pamtiti u obliku |K = :E-a




2.2. KUGLA | SFERA




2.2.1. Oplosje kugle




OPLOSJE KUGLE (POVRSINA SFERE)

AKTIVNOST. Arhimedova metoda s naranéama, eksperiment s fizi€kim materijalima
Cilj aktivnosti:

« ucenici Ce, radeci u timu, mjerenjem povrsine narancine kore “otkriti” vezu oplosja kugle
| njenog polumjera

Oblik rada:

 suradnic¢ko-timski rad ucenika u CetverocClanim timovima

Potreban materijal:
« deblji papir (A4 formata) za svaki par ucenika
* 1 veca naranCa za svaki par u€enika

* NnoOzZ zarezanje vocCa



OPLOSJE KUGLE (POVRSINA SFERE) (2)

Tijek aktivnosti:

« svaki par (ili tim) u€enika dobije jednu naranCu i razreze ju duz glavnog presjeka

(kruga Ciji je polumjer jednak polumjeru kugle)

%

COUFCRIGHT (C) SIUROFRCE
WL OISITALF IO TO. ML

COFCRIGHT (2) SIJRORCE
WU DIGITALFrI O TO. ML



OPLOSJE KUGLE (POVRSINA SFERE) (3)

Tijek aktivnosti (nastavak):

na papiru ucenici trebaju nekoliko puta (npr. 5) napraviti “otisak” presjeka narance
svaki otisak potrebno je odmah obrubiti olovkom, da se vidi i nakon suSenja papira
ucenici trebaju paZzljivo oguliti narancu i korom “popuniti” kruzne otiske

zaklju€ak: “popunjena” su priblizno 4 otiska

— oplosje kugle (povrSina narancCine kore) 4 je puta vece od povrSine njenog
glavnog kruga, tj. O = 4r2



OPLOSJE KUGLE (POVRSINA SFERE) (4)




2.2.2. Volumen kugle




VOLUMEN (OBUJAM) KUGLE

AKTIVNOST 1. Arhimedova metoda, eksperiment mjerenjem fizi€kih objekata

Cilj aktivnosti:

ucenici ce mjerenjem promjene visine i zapremine vode u cilindricnoj posudi, u koju
se umece kugla jednakog polumjera, te raCunanjem “otkriti” vezu volumena kugle i
njenog polumjera

Oblik rada:

suradnicko-timski rad ucenika u ¢etveroclanim timovima

Potrebni materijal:

prozirna visoka cilindriCna posuda, po moguc¢nosti s mjerilom (menzura)
kugla Ciji je polumjer jednak polumjeru cilindricne posude

voda

metar (oznaceno ravnalo)

nastavni listic za uCenike s tablicom za zapisivanje rezultata mjerenja i zapisivanje
zakljuCaka



VOLUMEN (OBUJAM) KUGLE (2)

Tijek aktivnosti:

* ucenici u cilindricnu posudu umecu kuglu i potom posudu pune vodom do “vrha
kugle”, tj. do visine jednake promjeru kugle

« ucenici mjere visinu vode u posudi i zapisuju ju u tablicu
« nakon mjerenja visine vode, ucenici vade kuglu iz posude

* ucCenici e uoCiti da se razina vode u posudi spustila i izmjeriti novu visinu vode

AN
"~




VOLUMEN (OBUJAM) KUGLE (3)

Tijek aktivnosti (nastavak):

 racunanjem se vidi da je nova visina vode u posudi jednaka trecini prethodne
visine, tj. da je kolicnik nove i prethodne visine jednak jednoj trecini

« analizom situacije, ucCenici trebaju zakljuciti da je volumen V,, valika, kojeg odreduje
povrSina vode s osnovkom i stijenkom posude, jednak zbroju volumena vode V, i
volumena kugle V,

2r

-




VOLUMEN (OBUJAM) KUGLE (4)

Tijek aktivnosti (nastavak):

* volumene ViV, u€enici znaju odrediti (prethodno su naucili odrediti volumen valjka)

V, =r’r-2r=2rz

V =r27z-£:gr37z

\Y

« zatoje 5 4
V, =V, -V, =2rz7-=r’z==rx
3 3

2r




VOLUMEN (OBUJAM) KUGLE (5)

Diskusija:

« vjerojatno C¢e biti teSko pronaci cilindricnu posudu kojoj je polumjer osnovke jednak
polumjeru kugle kojom raspolazemo (npr. kutija za teniske loptice i teniska loptica su
odgovarajuci par)

« zato ovu aktivnost treba prilagoditi raspolozivoj posudi i kuglama



VOLUMEN (OBUJAM) KUGLE (6)

AKTIVNOST 2. Arhimedova metoda, eksperiment mjerenjem fizi€kih objekata

Cilj aktivnosti:

ucenici ¢e mjerenjem promjene visine | zapremine vode u cilindricnoj posudi, u koju se
umecu kugle razliitih promjera, te raCunanjem “otkriti” vezu volumena kugle i njenog
polumjera

Oblik rada:

suradnicko-timski rad uc¢enika u ¢etveroclanim timovima

Potrebni materijal:

prozirna visoka cilindriCna posuda (visine vecCe od promjera), po mogucnosti s mjerilom
(menzura)

viSe kugala razliitog polumjera, manjeg od polumjera cilindriéne posude
voda
metar (oznaceno ravnalo)

nastavni listi¢ za uCenike s tablicom za zapisivanje rezultata mjerenja i zapisivanje
zakljuCaka



VOLUMEN (OBUJAM) KUGLE (7)

Tijek aktivnosti:

ucenici najprije trebaju izmjeriti promjer cilindricne posude (D = 2R) i neke od kugala
(d = 2r) (npr. tako da ih postave izmedu dviju paralelno postavljenih debelih knjiga i
izmjere njihovu udaljenost)

u posudu zatim uliju vodu (ne do vrha!), izmjere visinu vode (h,) i izraCunaju njezin
volumen V, = R?xn - h;

potom u posudu umecu kuglu izmjere novu visinu vode (h, h, > h;) i izracunaju
volumen vode s kuglom V,, = R?z - h,

uCenici zakljuCuju da je volumen kugle jednakV, =V, -V,
na kraju racunaju koliénik V, : (¥ n) = (V,— V,) : (B ) =R?2- (h,-h) : r3

postupak je potrebno ponoviti za visSe razliCitih kugli, visina ulivene vode i, eventualno,
posuda, biljezeCi mjerenja i rezultate raCunanja u odgovarajucu tablicu



VOLUMEN (OBUJAM) KUGLE (8)

Tijek aktivnosti (nastavak):




Tijek aktivnosti (nastavak):

* svoja mjerenja i rezultate uCenici upisuju u tablicu

VOLUMEN (OBUJAM) KUGLE (9)

PROMJER
POSUDE

D

PROMJER
KUGLE

d

VISINA
VODE BEZ
KUGLE

h

VISINA

VODE S

KUGLOM
h,

VOLUMEN
VODE S
KUGLOM

Vvk

VOLUMEN
VODE BEZ
KUGLE V,

RAZLIKA
VOLUMENA

Vvk - Vv

KOLICNIK

V= Vy) @ (P m)

=V, : (r*n)

» ucCenici Ce zakljuciti da je izraCunati koli¢nik uvijek (priblizno) iste vrijednosti % ~1.3, 1.

Vi

4
=—r’r

3




VOLUMEN (OBUJAM) KUGLE (10)

AKTIVNOST 3. Metoda disekcije kugle (samo za srednju skolu)
Cilj aktivnosti:

» ucCenici Ce disekcijom kugle na kugline isjeCke te zakljuCivanjem i raCunanjem “otkriti”
vezu volumena kugle i njenog polumjera

Oblik rada:

* rad ucenika u paru

Potrebni materijal:

crtezi s opisom situacije




VOLUMEN (OBUJAM) KUGLE (11)

Tijek aktivnosti:

» ucenici ¢e uz pomo¢ crteza zamisliti da je kugla podijeljena na kugline “isjeCke”

« iskoristit ¢e analogiju s kuSanjem lubenice na trznici




VOLUMEN (OBUJAM) KUGLE (12)

Tijek aktivnosti (nastavak):

ucenici Ce zakljuciti da je volumen kugle jednak zbroju volumena svih kuglinih
“isjeCaka’na koje je podijeljena

uoCit Ce i da je svaki kuglin “isjeCak” nalik piramidi Cija je osnovka dio sfere

oznacCimo Ii polumjer kugle s r, a povrSinu osnovke kuglinog isjecka s P ucenici
dolaze do zakljucka da je
Vi = 1P T
isj —g isj

zato je volumen kugle zbroj

1 1 1 1 1 1 4
V, :gPl-rJrng-r +§P3-r+...:§(P1+P2+P3+...)-r :go-r :§4r27z-r :§r37r




VOLUMEN (OBUJAM) KUGLE (13)

AKTIVNOST 4. Cavalierijev princip, za srednju skolu
Cilj aktivnosti:

» ucenici ¢e primjenom Cavalierijevog principa “otkriti” vezu volumena kugle i njenog
polumjera

Oblik rada:

* rad ucenika u paru

Potrebni materijal:

« nastavni listi¢ za uCenike s uputama za rad i prostorom za zapisivanje zakljuCaka



VOLUMEN (OBUJAM) KUGLE (14)

Tijek aktivnosti:
Cavalierijev princip:

Neka su A i B dva tijela u prostoru. Ukoliko postoji ravnina sa svojstvom da presjeci
tijela A i B sa svima njoj paralelnim ravninama imaju jednake povrSine, onda su

volumeni tijela A i B jednaki.




VOLUMEN (OBUJAM) KUGLE (15)

Tijek aktivnosti (nastavak):

volumen kugle odredujemo primjenjujuci Cavalierijev princip na polukuglu i valjak iz
kojega je izvaden stozac

u istu ravninu polozimo glavni krug polukugle polumjera r te osnovku valjka, polumjera
osnovke r i visine r, iz kojeg je izvaden stozac jednake osnovke, kao na slici

e

—

r

— N




VOLUMEN (OBUJAM) KUGLE (16)

Tijek aktivnhosti (nastavak):

« potrebno je odrediti povrSinu presjeka oba tijela ravninama paralelnima ravnini u kojoj
se nalaze njihove osnovke

» po volji odaberimo ravninu paralelnu s ravninom osnovki oba tijela i od nje udaljenu h

* presjek polukugle tom ravninom je krug polumjera x, a presjek drugog tijela kruzni
vijenac vanjskog polumjera r i unutarnjeg polumjeray




VOLUMEN (OBUJAM) KUGLE (17)

Tijek aktivnosti (nastavak):

* primjenom Pitagorinog poucka, za polumjer x presjeka polukugle ravninom dobijemo
x2 =12 — h2

« zato je povrSina presjeka polukugle ravninom jednaka P, = x>t =(r?—h?)




VOLUMEN (OBUJAM) KUGLE (18)

Tijek aktivnhosti (nastavak):

primjenom slicnosti trokuta (jednakokracni pravokutni trokuti!), za unutarnji polumjer y
presjeka drugog tijela ravninom dobijemo y = h

zato je povrsina presjeka drugog tijela ravninom jednaka P, =y? T = (r? — h?) T = P,

primjenom Cavalierijeva principa zakljuCujemo da su volumeni polukugle i drugog
tijela (valjak bez stoSca) jednaki




VOLUMEN (OBUJAM) KUGLE (19)

Tijek aktivnosti (nastavak):
e zatoje

1 1
V =r27z-r—§r27z-r:r37z——r37r:—r37z

polukugle

=V,

valjak —stoZac

3

V :Z-Er%:ﬂrz
3 3

kugle

:2.V

polukugle

e

r

— S




