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SAMO KRATKI UVOD



PODSJETIMO SE: MATEMATICKA KOMPETENCIJA

DEFINICIJA prema Europskom referentnom okviru

MatematiCka kompetencija je sposobnost razvoja | primjene matematickog misljenja
kako bi se rijeSio niz problema u svakodnevnim situacijama.

Uz dobro vladanje brojevima (tzv. numericka pismenost), naglasak je na procesu i
aktivnosti, kao i na znanju.

MatematiCka kompetencija ukljuCuje, na razliCitim stupnjevima, sposobnost i volju za
koristenjem matematickih nacina misljenja (logicCko i prostorno misljenje) |
prikazivanja (formule, modeli, konstrukcije, grafovi, grafikoni).



PODSJETIMO SE: PET STANDARDA MATEMATICKE
KOMPETENCIJE (SAD)

Prema: Adding it up: Helping Children Learn Mathematics, 2001.

STRATEGIIJSKA KOMPETENCIJA

sposobnost postavljanja, prikazivanja i
rjeSavanja matematickih problema

KONCEPTUALNO RAZUMIJEVANJE

razumijevanje matematickih koncepata,
operacijai relacija (odnosa i veza)

PROCEDURALNA SPRETNOST

vjestina fleksibilnog (prilagodljivog),
preciznog i efikasnog izvodenja
prikladnih procedura

misljenja te objaSnjavanja i
opravdavanja ideja i zakljuéaka

PRILAGODLJIVO ZAKLJUCIVANJE

sposobnost logickog i refleksivnog

PRODUKTIVNA DISPOZICIJA

navika dozivljavanja matematike kao

smislene, korisne i vrijedne, zajedno s
uvjerenjem u marljivost i vlastitu
efikasnost




TRI CESTA PRIMJERA RADA NASIH UCENIKA



PRIMJER 1

Primjer.

Pojednostavni izraz:

}xz +2x—gx2 —3X+1=
2 3

Uceni€ko rjesSenje.
Vrlo Cesto, uCenici se ,rijeSe razlomaka”:

%xz +2x—§x2 —3X+1=3x%>+12Xx -4x*>-18Xx+6=-X>-6X+6

U ¢emu je problem?
Ucenici su pobrkali koncepte NEPOZNANICE i VARIJABLE!!!

Zna se tu naci i jos pokoja konceptualna pogreska:

lx2+2x—gx2—3x+1:E-2x+2x—g-2x—3x+1:...
2 3 2 3



PRIMJER 2

Primjer.

Funkcija je zadana pravilom f(x) = 2x + 1. Odredi vrijednost te funkcije za x = 10.

Uceni€ko rjesSenje.
Vrlo Cesto, uCenici rade sljedece:
f(10)=2-10+1
f10=21
10f =21
fo2L
10

U ¢emu je problem?

Ucenici ne prepoznaju znacenje simboli€kog zapisa f(x) !!!



PRIMJER 3

Primjer.

Funkcija je zadana pravilom f(x) = 2x + 1. Sto predstavljaju koeficijenti 2 i 1 u tom zapisu?

Uceni€ko zaklju€ivanje.
Koeficijent 2 = koeficijent smjera, nagib
Koeficijent 1 = odsjeCak na y-osi
U ¢emu je problem?

Ucenici su pomijesali koncept linearne funkcije i koncept pravca!!!



ALGEBARSKO MISLJENJE



ALGEBARSKO MISLJENJE

Algebarsko misljenje obuhvaéa:

generaliziranje uoCenih svojstava brojeva i operacija s njima

generaliziranje zakonitosti i pravilnosti otkrivenih u svim podrucjima matematike
smislenu uporabu matematickih simbola

istrazivanje strukture u skupovima brojeva

proucavanje pravilnosti u (geometrijskim) uzorcima

analizu funkcija

Svi se ovi navedeni aspekti prozimaju i povezuju u procesu modeliranja.

VAZNO!!!

Upravo zato, razvoj algebarskog miSljenja jedna od najvaznijih zada¢a nastave
matematike tijekom osnovnosSkolskog i srednjoSkolskog obrazovanja, a njeno
ostvarivanje zapocinje joS u predskolskoj dobi.



PROPORCIONALNO MISLJENJE

Vazan korak u razvoju algebarskog misljenja je razvoj PROPORCIONALNOG
MISLJENJA.

Proporcionalno misljenje tesko je definirati jednostavnom kratkom definicijom jer su u
njemu isprepleteni procesi kvalitativnog i kvantitativnog zakljucivanja.

Medutim, opée je prihvaéen popis karakteristika koje bi trebali imati tzv.
proporcionalni mislioci.
Oni:

* imaju osjecaj za kovarijaciju, tj. razumiju vezu u kojoj se dvije veli¢ine mijenjaju
u ovisnosti jedna o drugoj i u stanju su uo€iti na koji na€in promjena u
vrijednostima jedne veli€ine utje¢e na vrijednosti preostale veli€ine

» razlikuju proporcionalne veze od neproporcionalnih u kontekstima iz realnog svijeta

* razvijaju raznovrsne strategije pri rjeSavanju zadataka s proporcionalnoS¢u i
usporedivanju omjera, od kojih je ve€¢ina neformalna, a ne primjena propisanih
algoritama

« razlikuju omjer koji predstavlja vezu dviju veliCina od samih veliCina koje se
usporeduju.



ISHODI UCENJA VEZANI UZ KONCEPT FUNKCIJE
NA KRAJU OSNOVNE SKOLE
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KONCEPT FUNKCIJE - ISHODI UCENJA NA
ZAVRSETKU OSNOVNE SKOLE

KOVARIJACIJA | OVISNOST DVIJU VELICINA

Ucenik/ca:

prepoznaje razliCite zapise iste ovisnosti dviju veli€ina (zapis rijeCima, tablicom
pridruzenih vrijednosti, pravilima pridruzivanja zapisanima algebarskim simbolima ili
grafiCki zapis)

prelazi iz jednog prikaza ovisnosti dviju veli€ina u drugi

prepoznaje svojstva grafiCki zadane ovisnosti dviju veli€ina (monotonost, periodiéno
ponavljanje, najmanju i/ili najvecu vrijednost, nultocke)

primjenjuje svojstva grafiCki zadane ovisnosti dviju veliCina (monotonost, periodicno
ponavljanje, najmanju i/ili najvecu vrijednost, nultocke)

rjeSava jednostavnije probleme iz matematike i svakodnevnog konteksta koristeci
ovisnosti dviju veli€ina u razliCitim zapisima



KONCEPT LINEARNE FUNKCIJE - ISHODI UCENJA NA
ZAVRSETKU OSNOVNE SKOLE

LINEARNA FUNKCIJA

Uc&enik/ca:

« prepoznaje linearnu funkciju u razli€itim zapisima (zapis rije€ima, tablicom pridruzenih
vrijednosti, grafom ili algebarskim simbolima, tj. pravilom pridruzivanja)

« prelazi iz jednog zapisa linearne funkcije u drugi
« odreduje vrijednost linearne funkcije, zapisane u razliCitim zapisima, u zadanoj tocki

« odreduje toCku u kojoj linearna funkcija, zapisana u razliCitim zapisima, poprima
zadanu vrijednost

* interpretira znaCenje koeficijenata linearne funkcije zapisane simbolicCki

* rjeSava probleme iz matematike i svakodnevnog konteksta koristeci linearnu funkciju
u razliCitim zapisima



IZGRADNJA KONCEPTA FUNKCIJE



PERIODICNI NIZOVI



PERIODICNO PONAVLJANJE

PERIODICNO PONAVLJANJE

« prvi oblik pravilnosti kojeg djeca spoznaju u svijetu oko sebe
— otkucaji majCinog srca i ritam njenog disanja prije nego se rode
— pravilna izmjena dana i no¢i odmah po rodenju

— pravilna izmjena godisnjih doba

POSTUPNA IZGRADNJA KONCEPTA PERIODICNOG NIZA

* prirodni poCetak istrazivanja pravilnosti u nastavi matematike



PONAVLJANJE KAO PRAVILO PONASANJA NIZA

PRVI VAZAN KORAK
* razvijanje vjesStine prepoznavanja ponavljanja kao pravila ponasanja niza

» otkrivanje osnovne sekvence niza koja se ponavlja, tzv. perioda

OD UCENIKA OCEKUJEMO:
« daotkriveno pravilo iskaze rije€ima

« da razumijevanje otkrivenog pravila pokaze nastavljanjem niza po volji
odabranim brojem €lanova

PRVI PRIMJERI NIZOVA KOJE UCENICI UPOZNAJU

« trebali bi se zasnivati na elementima zornosti, tj. biti vezani uz oblike, boje, zvuk,
ritam i sl. te uz konkretne fiziCke objekte i materijale iz realnog svijeta

« trebali bi imati period ponovljen najmanje tri puta, kako bi pravilnost lakSe mogli
otkriti uCenici razliitih matematickih sposobnosti



PRIMJERI

Primjer.
Otkrijte pravilo po kojem je nastao niz, iskazite ga rijeCima te nastavite nizati na isti nacin.

(a) niz sastavljen od jednakih drvenih kockica iste boje

‘FIELELEL

(b)  niz sastavljen od jednakih likova u dvije boje, izradenih od kartona

_HONGHN RORCGH RONG

(c) niz sastavljen od dvije vrste likova izradenih od kartona

/LS LN\ AN\S LSS LN\ ANN\S LS LN\




PRIMJERI (2)

(d) niz sastavljen od jednakih plastiCnih kvadrati¢a iste boje

(e) niz pokreta tijela
ustani, ¢ucni, pljesni, ustani, ¢ucni, pljesni, ustani, ¢ucni, pljesni
(f) niz rijeCi djeCje pjesmice
Bratec Martin
Bratec Martin, bratec Martin,
kaj jo$ spiS, kaj joS spiS?
Vec ti vura tuce, vecd ti vura tuce,
bim, bam, bom,
bim, bam, bom!
(ponavlja se u kanonu)

() niz tonova koji se ponavljaju

do, mi, so, mi, do, do, mi, so, mi, do, do, mi, so, mi, do



USPOREDBA NIZOVA

VAZNO!!!

Osim analize zadanih nizova, uCenike treba poticati i na kreiranje vlastitih periodi€nih
nizova od konkretnih fizi€kih materijala i njihovo istrazivanje.

Tu do izraZzaja mogu doci i razli€iti socijalni oblici nastave, poput rada u skupinama ili
rada u paru.

SLJEDECI KORAK U IZGRADNJI KONCEPTA PERIODICNOG NIZA

apstrahiranje konkretne fizi€ke prirode pojedinog niza i usporedba nizova izradenih
od razli€itih materijala

vazna stepenica u razvoju algebarskog miSljenja, kao i zaklju€ivanja analogijom i
generalizacijom,

ucenici ¢e uociti da vrlo razliCite situacije mogu imati ista matematicka svojstva, odnosno
strukturu, Sto ih u algebarskom smislu €ini jednakima



PRIMJERI

Primjer.

Promotrite sljedece nizove. UoCavate |li medu njima neku sli€nost?

JAADOAADAA
_NOROGHN RORGH RORG

do, mi, mi, do, mi, mi, do, mi, mi

Od kartonskih strelica sastavite niz prema istom pravilu.



PRIMJERI (2)
Rjesenje.
Sva tri prikazana niza prikazuju istu pravilnost, Ciji period mozemo zapisati algebarskim

simbolima kao ABB.

Prema tome, analogan niz strelica mogao bi izgledati npr. ovako:
A B B A B B A B B

VAZNO!!!
UcCeniCke aktivnosti sada mogu biti usmjerene na:

* izgradnju periodickih nizova od razliCitih konkretnih materijala prema zadanom
algebarskom pravilu, npr. ABCCD

* na,algebarsku usporedbu® nizova u razli€¢itim konkretnim kontekstima



PREDVIDANJE PONASANJA NIZA

uocimo!!!
IstraZivanje nizova do sada sastojalo od:

« otkrivanja pravila prema kojem je sastavljen zadani periodi€ni niz te nastavljanja niza
prema uocenom pravilu,

« kreiranja niza prema zadanom pravilu.

NOVI KORAK U IZGRADNJI KONCEPTA PERIODICNOG NIZA

 predvidanje ponasanja niza na nekom udaljenom mjestu do kojeg ne mozemo doci
efektivnom konstrukcijom niza €lan po Clan

 o0vo je sljedeéi korak u izgradnji algebarskog misljenja i uvod u otkrivanje koncepta
funkcije

Ucenici ¢e:
» uocCiti da svakom €lanu niza odgovara njegov redni broj

« ponasanje periodi€kog niza povezati s aritmetikom, tj. s dijeljenjem prirodnih
brojeva s ostatkom



PRIMJERI

Primjer.

Sto se nalazi na 20. i 257. mjestu u nizu

L] [
[ I o
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Objasnite svoje zakljuCivanje!



PRIMJERI (2)

RjesSenje.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Do zakljuCka da se na 15. mjestu danog niza nalazi jedan kvadrati¢, ucenici su mogli doci
| direktnim nizanjem.

To nije prakti¢an na€in za odredivanje 257. €lana tog niza.

Uocimo: niz je nastao periodiCkim ponavljanjem ,algebarskog® pravila ABAA, tj. perioda
duljine 4.

Zato cemo 257. €lan odrediti kao ostatak pri dijeljenju broja 257 brojem 4.
Buduci da je
257 =64 -4 +1,

zaklju€ujemo da ¢e na tom mjestu u nizu takoder biti jedan kvadratic.



PRIMJERI (3)

Primjer.

Zadan je niz simbola:

OV RS oTNEL SN ARSI SEoTN N ANEe NN S

Nastavimo li simbole nizati prema istome pravilu, koji ¢e simbol biti 208. u nizu? Objasnite
svoje zakljuCivanje!
Rjesenje.
Uocimo:
* niz je nastao periodiCnim ponavljanjem pravila ABCABD
» duljina njegovog perioda jednaka je 6.

Zbog 208 = 34 - 6 + 4, zakljuCujemo da se na 208. mjestu niza nalazi simbol %t.



PRIMJERI (4)

VAZNO!!!
Nizove je bitno povezati i sa smislenim situacijama iz realnog svijeta.
Zapoceti mozemo jednostavnijim primjerima:

* izmjena dana i nodi, Cetiriju godiSnjih doba, sedam dana u tjednu, dvanaest mjeseci u
godini i sl.
Primjer.

Proslog su se ljeta u Londonu odrzale Ljetne olimpijske igre. HoCe li se Olimpijada odrzati
| 2056. godine?



PRIMJERI (5)

RjesSenje.
Prisjetimo se godina odrzavanja Ljetne i Zimske olimpijade:

Ljetne olimpijske igre: 2000., 2004., 2008., 2012., 2016., ...
Zimske olimpijske igre: 2002., 2006., 2010., 2014., 2018, ...
Oznacimo:
» slovom A godine odrZavanja Ljetne olimpijade
« slovom C godine odrzavanja Zimske olimpijade

« slovom B godine bez odrzavanja Olimpijskih igara.

Dakle, godine odrzavanja Olimpijskih igara mozemo opisati “algebarskim” pravilom
ABCB, a brojanje smo zapoceli 2000. godinom.

Duljina perioda ovog niza je 4, a 2056. godina odgovara njegovom 57. Clanu.

Iz 57 =14 - 4 + 1 oCitavamo da Ce se 2056. odrzati Ljetne olimpijske igre.



PRIMJERI (6)

Primjer. Periodi€éno ponavljanje

Graf prikazuje izmjenu plime i oseke u jednoj oceanskoj luci. Sva su mjerenja izvrSena na
istom mjernom mjestu, pocCevsi od 00:00 sati prvoga dana mjerenja. Dubina mora
izmjerena je u metrima, a vrijeme proteklo od prvog mjerenja u satima.

dubina mora (m)

A
8 \ /f \\‘ // \\
6 \\ // \\ // \\
\ / \ / \
, \ / \ / \
N\ / N\ /
) | S N S
—
0 5 10 15 20 25 30
vrijeme (h)

a)Koliko sati protekne izmedu uzastopne najvecCe plime i oseke, tj. najvecCe i najmanje
dubine mora u toj luci?

b)U koliko je sati postignuta prva najveca oseka desetog dana mjerenja dubine mora u toj
luci?

c)Koliko je najvecih plima nastupilo od pocCetka treCeg do kraja osmog dana mjerenja
dubine mora u toj luci?



Rjesenje.

PRIMJERI (7)

Radi se o periodi¢noj pojavi s periodom od 14 sati.

(a) Vremenski razmak izmedu uzastopne plime i oseke je 7 sati.

dubina mora (m)

A
=M
© /fA\ \
6 // \\ \\
/ \ \
4 \ N
N\OSEKA
, N~
i A
=
0 1 20 30
rijeme (h)
7 sati
<€ >



PRIMJERI (8)

(b) Prvih 9 dana mjerenja ima ukupno 9 - 24 = 216 sati. Dakle, zanima nas vrijeme prve

oseke nakon 216 sati od poCetka mjerenja.

Vrijeme prve izmjerene oseke: 7 sati prvog dana mjerenja

Vrijeme proteklo izmedu dviju uzastopnih oseka: 14 sati

Niz vremena oseka:

7,21, 35,49, 63, 77,91, 105, 119, 133, 147, 161, 175, 189, 203, 217 ...

Dakle, prva oseka desetog dana mjerenja nastupila je u 01:00 sati.

Prva 3 dana mjerenja imaju ukupno 3 - 24 = 72 sata, a prvih 8 dana ukupno 8 - 24 =
192 sata. Dakle, zanimaju nas sve plime izmedu 72 i 192 sata od poCetka mjerenja.

Vrijeme prve izmjerene plime: 0 sati prvog dana mjerenja

Vrijeme proteklo izmedu dviju uzastopnih plima: 14 sati

Niz vremena plima:

0, 14, 28, 42, 56, 70, 84, 98, 112, 126, 140, 154, 168, 182, 196 ...

Dakle, u promatranom periodu nastupilo je ukupno 8 plima.



BROJEVNI NIZOVI



PRAVILNOSTI U BROJEVNIM NIZOVIMA

Istrazivanje pravilnosti u brojevnim nizovima:

* nezaobilazno u procesu izgradnje skupova brojeva i razvoja algebarskog misljenja.

Ucenici Ce:

* najprije istrazivati jednostavnije, periodi¢ne brojevne nizove, a zatim i one sloZenijeg,
neperiodiCnog ponasanja

« otkriti (algebarsko) pravilo po kojem je nastao dani niz, iskazati ga rije€ima i
algebarskim simbolima te ispisati redom ¢lanove niza prema zadanom ili uoéenom
pravilu.

Ucenici viSih kognitivnih sposobnosti ¢e:

 generalizacijom predvidjeti koji se broj nalazi na zadanom konkretnom, dalekom
mjestu u nizu

« algebarskim simbolima zapisati opé€i, n-ti €lan niza (vrhunac algebraizacije na
osnovnoskolskoj, pa i srednjoskolskoj matematiCkoj razini)

Uocimo:

« zapis pravila po kojem svaki sljedec¢i Clan niza nastaje pomocu jednog ili viSe svojih
prethodnika zapravo znaci uvodenje koncepta rekurzije

* 0d uCenika osnovne Skole ne oCekujemo formalni rekurzivni zapis.



PRAVILNOSTI U BROJEVNIM NIZOVIMA (2)

VAZNO!!!
Tehnologija daje mocan alat za kreiranje i istrazivanje brojevnih nizova:
« alati za izradu proraCunskih tablica (npr. MS Excel).
Za nastavu je bitno da:
U nizovima budu zastupljeni prirodni, cijeli, racionalni i iracionalni brojevi

* racionalni brojevi budu u razli€itim zapisima (razlomackom, decimalnom, postotnom ili
grafickom).



PRIMJERI

Primjer.
Zadan je niz brojeva:
4,0,-6,4,0,-6,4,0,-6,4,0,-6, ...

Nastavimo li ga prema istome pravilu, ¢emu ce biti jednak zbroj prvih 205 ¢lanova tog
niza?
RjesSenje.
Uocimo: niz je periodi¢an, s periodom duljine 3
Zbroj ¢lanova u svakom periodu jednak je 4 + 0 + (-6) = -2.

Zbog 205 =68 - 3 + 1, zakljuCujemo da treba zbroijiti zbrojeve prvih 68 perioda i tome jos
pribrojiti prvi Clan zadnjeg, nepotpunog perioda.

Prema tome, traZeni je zbroj jednak 68 - (-2) + 4 =-132.



PRIMJERI (2)

Primjer.

Niz brojeva zadan je pravilom:
,Broj uvecaj za 3 pa udvostruci dobiveni rezultat.”.

Napisi prvih pet ¢lanova toga niza ako je prvi ¢lan toga niza broj —4.

RjesSenje.
Prema pravilu, imamo niz:

-4, -2, 2, 10, 26, ....

Primijetimo da je odreden rekurzijom

a,=-4, a,,=2(a,+3)=2a,+6, neN

Njegov je opci Clan dan izrazom: a =2" -6, ne N

U osnovnoj Skoli zadrzat ¢emo se samo na odredivanju prvih nekoliko Clanova niza.



Primjer. Prepoznavanje jednakih funkcija

Zadano je pravilo pridruzivanja:

PRIMJERI (3)

Broj uvecaj za 3 pa rezultat ucetverostruci.

Zaokruzi slovo ispred pravila pridruzivanja jednakih zadanome.

A pX)=(x+3)-4
C. p(x) =4x + 12
E. p(X)=x+12
G. pxX)=x+3+4
G

B. p(x) =4(x + 3)

D. pX)=x+3-4

TIPIENE - PX) =4+ (3x)

POGRESKE
H. p(x) = 12x

. Broj ucetverostruci pa rezultat uvecaj za 12.



PRIMJERI (4)

Primjer.

Zadani su nizovi brojeva:
(@ 1,5,9, 13,17, 21, ...
(b) 2,5,11, 23, 47, 95, ...
(c) 1,4,09,16, 25, 36, ...
(d) 60, 30, 20, 15, 12, 10, ...
(e) 1, 3,6, 10, 15,21, ...
(fH 2,6,12, 20, 30, 42, ...
(90 3,3,6,9,15, 24, ...

Za svaki od njih ispisSi prvih 10 ¢lanova te iskazi pravilo kojim je odreden.



PRIMJERI (5)

Rjesenje.
Za svaki od nizova iskazat ¢emo pravilo kojim nastaje.
(@ 1,5,9,13,17, 21, ...
Ovaj niz odreden je pravilom:
,Zapocni brojem 1. Broj uvecaj za 4.

Simboli¢ki ga mozemo zapisati kao
b=1
br—b+4
odnosno kao jednoclanu rekurziju

a=1 a,=a+4 neN
Opci €lan niza dan je izrazom:

a =4n+1 neN

Uocimo: clanovi niza povecCavaju se , konstantnom brzinom“ 4, koja je jednaka
vodeéem koeficijentu linearnog izraza za op¢éi €élan niza.



PRIMJERI (6)

(b) 2,5, 11, 23, 47, 95, ...
Pravilo koje odreduje ovaj niz glasi:
,Zapocni brojem 2. Broj udvostruci pa dobiveni rezultat uvecaj za 1.”
Ono odgovara rekurziji
a=2 a,=2a+1 neN
U ovom slucaju, opci €lan niza dan je izrazom:
a =3-2"'-1 neN

Uocimo: eksplicitni zapis op¢eg Clana prelazi okvire osnovne skole!



PRIMJERI (7)

(c) 1,4,9,16, 25, 36, ...
Pravilo koje odreduje ovaj niz glasi:
~Kvadriraj redni broj ¢lana u nizu.”
U ovom je sluCaju jednostavno odrediti opci €lan niza:
a, =n° neN
| ovaj niz mozemo zapisati rekurzijom. Primijenimo li izraz za kvadrat zbroja, slijedi:
a,.=(n+1)"=n*+2n+1

Zato je rekurzija koja odreduje ovaj niz:

a,=1 a ,=a +2n+1 neN

Uocimo: Iz rekurzije Citamo da je brzina 2n + 1 kojom se povecavaju ¢lanovi niza
linearna (1. stupnja), dok su €lanovi niza kvadratnog oblika!



PRIMJERI (8)

(d) 60, 30, 20, 15, 12, 10, ...
Pravilo koje odreduje ovaj niz glasi:
,Broj 60 podijeli rednim brojem ¢lana u nizu.”

| u ovom Ce slu€aju ucCenicima biti lakSe odrediti opci Clan niza nego rekurziju kojom je
odreden:

60
=— heN
% n
Rekurzija:
n
,=60, a,,=——a, neN



PRIMJERI (9)

e) 1,3,86,10, 15,21, ...

Niz je odreden sljedecCim pravilom:

,Zapocni brojem 1. Broj uvecaj za 1 i za njegov redni broj u nizu.”

Zato je lakSe odrediti rekurziju koja ga definira:

a,=1 a . ,=a, +n+1 neN
Do opceg Clana niza dolazimo Gaussovom dosjetkom, zbrajanjem relacija:
a,=a ,+(n-1H+1
a,;=a, ,+("h-2)+1
a, ,=a ,+(n-3)+1

a=a +1+1
3 =1

Dobivamo

a =1+2+..+(n-1)+n-1= n(n+3)

, heN

Uocimo: | ovog puta €lanovi su se povecavali linearnom brzinom n + 1, sto je
rezultiralo njihovim kvadratnim oblikom!



PRIMJERI (10)

(f) 2,6, 12,20, 30, 42, ...
Niz je odreden sljedecCim pravilom:
~,PomnoZi redni broj ¢lana niza njegovim sljedbenikom.”
Zato je lakSe simbolima zapisati njegov opci Clan:
a =n(n+1, neN

Do rekurzije dolazimo uoCavanjem identiteta:
(n+1)(n+2)=n(n+1)+2n+2
Zato je:
=2 a,=a +2n+2, neN

Uocimo: | u ovom slué€aju linearna brzina 2n + 2 kojom se povecavaju €lanovi
niza rezultirala je njihovim kvadratnim oblikom!



PRIMJERI (11)

(9 3,3,6,9, 15,24, ...
Pravilo je ovog puta neSto drukdije:
,Zapocni brojevima 3 i 3. Zbroji prethodna dva broja u nizu.”

Dakle, ovaj je niz inacCica niza Fibonnacijevih brojeva. Zadan je rekurzijom:

a1:a2:37 an+2:an+1+an' neN



PRIMJERI (12)

Primjer.

Nastavimo li niz razlomaka

4>|oo
01|-l>

2
'3’

N|H

istim pravilom, koji ¢e Clan tog niza biti jednak 0.967?

Rjesenje.
Uocimo:
* redni broj razlomka u nizu je njegov brojnik, a nazivnik je za 1 veci od tog rednog
broja
* n-ticlan niza je L neN
€ &=
9% 24

Dakle, broj 0.96 treba zapisati u naznacenom obliku: 0.96 = —— = —
100 25

Zakljucak: Broju 0.96 jednak je 24. €lan niza razlomaka.



PRIMJERI (13)

Primjer.
U nizu
-2,-5,-8, -11,...

nalazi se i broj —74. Odredi njegov redni bro;j.

Rjesenje.
Kako bismo rijesili ovaj zadatak, potrebno je odrediti pravilo prema kojem nastaje
zadani niz.

Ono je:
,<Zapocni brojem —2. Broj umaniji za 3.°.
Zato je n —ti €lan niza:
a =-3n+1 neN
Sadatrazimo ntakodaje—-3n+ 1=-74,
RjeSavanjem postavljene jednadzbe slijedi n = 25.

Dakle, broj —74 nalazi se na 25. mjestu u zadanom nizu.



RACUNSKE OPERACIJE | PRAVILNOSTI U
BROJEVNIM NIZOVIMA

Uocavanjem pravilnosti u brojevnim nizovima mozemo motivirati uvodenje nekih
racunskih operacija i konvencija.

MNOZENJE NEGATIVNIH CIJELIH BROJEVA

Uocavanje pravilnosti u brojevnom nizu mozemo iskoristiti za smisleno uvodenje pravila
za mnozenje negativnih cijelin brojeva.

Svodenjem mnozenja na zbrajanje jednakih pribrojnika, u€enici prvo otkrivaju
c¢emu je jednak umnozak prirodnog i negativnog cijelog broja, npr. putem primjera



RACUNSKE OPERACIJE | PRAVILNOSTI U
BROJEVNIM NIZOVIMA (2)

Potom se postavlja pitanje ¢éemu je jednak umnozak negativnog cijelog i
prirodnog broja, npr. (-5) - 3ili (-3) - 4.

Kako bi odredili rezultat i “opravdali” oCekivanu pretpostavku da i za mnoZenije cijelih
brojeva vrijedi zakon komutativnosti, u¢enici ¢e traziti pravilnosti u sljedeéem
nizu:

5-3=15
4.3=12
3-:3=9
2:3=06
1-3=3
0-3=0

Otkrit ¢e:

« prvi faktor umnozaka na lijevoj strani danih jednakosti iz retka se u redak
smanjuje za 1

» drugi faktor umnozaka na lijevoj strani danih jednakosti ostaje nepromijenjen

» rezultati na desnoj strani jednakosti iz retka se u redak smanjuju za 3



RACUNSKE OPERACIJE | PRAVILNOSTI U
BROJEVNIM NIZOVIMA (3)

Na temelju ovih zakljuCaka, ucCenici niz jednakosti nastavljaju prema istom
pravilu, smanjivanjem prvog faktora umnozaka na lijevoj strani jednakosti za 1 i
rezultata na desnoj strani jednakosti za 3

(-1)-3=-3
(-2)-3=-6
(-3)-3=-9
(-4)-3=-12
(-5)-3=-15...

UocCavanjem pravilnosti u brojevnom nizu otkrili su da je:

(-5)-3=3-(-5)=-3-5=-15

Nakon joS nekoliko slicnin primjera (prilika za rad ucCenika u skupinamal)
generalizacijom u€enici zaklju€uju da se prirodni i negativni cijeli broj mnoze
tako da im se pomnoze apsolutne vrijednosti i rezultatu dopiSe negativni
predznak.



RACUNSKE OPERACIJE | PRAVILNOSTI U
BROJEVNIM NIZOVIMA (4)

« Kako bi u€enici otkrili pravilo za mnozenje negativnog broja nulom i pravilo za
mnozenje dvaju negativnih cijelih brojeva, istrazit ¢e niz jednakosti

(-5)-5=-25
(-5)-4=-20
(-5)-3=-15
(-5)-2=-10
(-5)-1=-5

« Uocit ce:
» sve jednakosti imaju isti prvi faktor umnoska na svojoj lijevoj strani
« drugi faktor umnoska na lijevoj strani jednakosti iz retka se u redak smanjuje za 1

» rezultat se iz retka u redak poveéava za 5



RACUNSKE OPERACIJE | PRAVILNOSTI U
BROJEVNIM NIZOVIMA (5)

* Nastavljanjem niza jednakosti prema istom pravilu, slijedi

(—5)-020

« Analizom ovog ili sliénih brojevnih nizova ucéenici otkrivaju da je umnozak
svakog cijelog broja i nule jednak nuli te da se dva negativha cijela broja
mnoze tako da im se pomnoze apsolutne vrijednosti.



RACUNSKE OPERACIJE | PRAVILNOSTI U
BROJEVNIM NIZOVIMA (6)

CJELOBROJNE POTENCIJE BROJA 10

Pri definiranju cjelobrojnih potencija broja 10 (a i svakog drugog realnog broja razlicitog
od nule) u€enicima je potrebno smisleno ,opravdati“ konvencije

10 =10, 10°=1 10*'= 1
10

*Prvi korak je uvodenje potencija broja 10 s prirodnim eksponentom n > 1:

10> =10-10=100
10° =10-10-10 =1000
10*=10-10-10-10=10000

10" =10-10-...-10-10 =100...00

n faktora nnula




RACUNSKE OPERACIJE | PRAVILNOSTI U
BROJEVNIM NIZOVIMA (7)

« Potom ucenici mogu promatrati sljedeci brojevni niz i traziti pravilnosti u njemu:

10° =1000000

10° =100000
10* =10000
10° =1000
10 =100

*  Primijetit Ce:

» eksponenti potencija broja 10 na lijevoj strani jednakosti iz retka se u redak
smanjuju za 1,

 vrijednosti potencija istovremeno se smanjuju 10 puta



RACUNSKE OPERACIJE | PRAVILNOSTI U
BROJEVNIM NIZOVIMA (8)

Nastavljanjem ovog niza istim pravilom slijedi

10" =100:10=10
10°=10:10=1

10'=1:10= 1
10

Ovime su navedene konvencije dobile smisleno i konzistentno ,opravdanije”.



MONOTONI NIZOVI U GEOMETRIJSKOM
KONTEKSTU



MONOTONI NIZOVI

MONOTONI NIZOVI - NOVI KORAK U IZGRADNJI KONCEPTA NIZA

* Nakon periodi¢nih nizova, istrazivanje nizova nastavlja se monotonim, tj. rastué¢im
ili padajuéim nizovima.

« Uocavanje nac€ina na koji se niz mijenja od €lana do €lana, tj. brzine njegovog
rasta, odnosno pada, klju€an je korak u izgradnji koncepta funkcije kao
matemati¢kog zapisa promjene neke veli€ine.

U nastavi:

* brojevne nizove vazno je povezati s njihovim vizualnim, osobito geometrijskim
interpretacijama

» istrazivanje pravilnosti zapoceti radnom na konkretnim, fiziCkim predloScima pri
cemu ucenici lako mogu manipulirati danim objektima



PRIMJERI

Sljedeci primjeri mogu posluziti kao motivacija za uvodenje pojmova linearne, odnosno
kvadratne funkcije.

Osim zakljuCivanja o opc¢em cClanu niza, za ucenike ¢e biti vazno uogciti i na se koji
nacin, tj. kojom brzinom mijenjaju njegovi €lanovi:

« u slué€aju linearnog rasta prirast €e biti konstantan

« zakvadratni rast prirast €ée biti linearna funkcija



PRIMJERI (2)

Primjer.

Dan je niz slika koje se sastoje od trokuta. Nastavimo li nizati slike prema istom
pravilu, odredite broj trokuta na:

(@) 10. slici u nizu

(b)  n-toj slici u nizu.

v v
vw Yyv' Yy’
\ 4 ; \ 4

v
v

Slika 1. Slika 2. Slika 3.



PRIMJERI (3)

Rjesenje.

UocCimo pravilnost po kojem nastaje svaka sljedeca slika u nizu. Na svakoj sljedecoj
slici 3 su trokuta viSe nego na prethodno;.

Slika 1. Slika 2. Slika 3.

Podatke organizirajmo u tablicu.

BROJ
SLIKE 1 2 3 4 5 10 n
BROJ

TROKUTA 3 6 9 12 15 30 3n




PRIMJERI (4)

Primjer.

Dan je niz slika koje se sastoje od kvadrata. Nastavimo li nizati slike prema istom
pravilu, odredite ukupni broj kvadrata, broj plavih i broj crvenih kvadrata na:

(@) 10. slici u nizu

Slika 1. Slika 2. Slika 3.
(b)  n-toj slici u nizu.




Rjesenje.

Uocimo pravilnost po kojem nastaje svaka sljedeca slika u nizu.

PRIMJERI (5)

Na svakoj sljedecoj slici ima: Slika 3.
» 5 kvadrata viSe nego na prethodnoj :{
» 1 plavi kvadrat viSe nego na prethodnoj
* 4 crvena kvadrata viSe nego na prethodnoj
Podatke organizirajmo u tablicu.
BROJ SLIKE 2 3 4 5 10 n
BROJ
KVADRATA 10 15 20 25 50 5n
BROJ PLAVIH
KVADRATA 2 3 4 0 10 :
BROJ CRVENIH 8 12 16 20 40 4n

KVADRATA




PRIMJERI (6)

Primjer.

Dan je niz slika koje se sastoje od kvadrata. Nastavimo li nizati slike prema istom
pravilu, odredite ukupni broj kvadrata na:

(@) 10. slici u nizu

(b)  n-toj slici u nizu.

Slika 1. Slika 2. Slika 3.




PRIMJERI (7)

Rjesenje.

UocCimo pravilnost po kojem nastaje svaka sljedeca slika u nizu. Na svakoj sljedecoj
slici 3 su kvadrata viSe nego na prethodno;j.

Slika 1. Slika 2. Slika 3.
HEEE EEEE EEEEE
] il B
H O
H O
O
H
Podatke organizirajmo u tablicu.
BROJ SLIKE 1 2 3 4 5 10 n
BROJ
KVADRATA 4 7 10 13 16 31 3n+1




PRIMJERI (8)

Primjeri.
Trokut na svakoj slici osim prve podijeljen je na manje, medusobno sukladne trokute.
Odredite broj tih manjih trokuta na:
(@) 20. slici u nizu.

(b)  n-toj slici u nizu.

/N AN LD e

Slika 1. Slika 2. Slika 3. Slika 4.




PRIMJERI (9)

Rjesenje.

Uocimo pravilnost u broju sukladnih trokuta na slikama.

Ao

Sastavimo tablicu s uo€enim podacima.

16

BROJ SLIKE 1 2 3 4 n 20

202 =

2 — A2 2
3 16 =4 n 400

BROJ TROKUTA 1 4 =22 9




PRIMJERI (10)

Primjer. Poplo¢avanje

Pod kvadratnog oblika, dimenzija 10 m x 10 m, poploCan je plavim i naran€astim
kvadratnim plo€ama dimenzija 1 m x 1 m, kao na slici. Bez direktnog prebrojavanja
odredite broj narancCastih ploCa koje obrubljuju pod. Razmislite o razliCitim
strategijama!




PRIMJERI (11)

Rjesenje.

Odmah je jasno da je plavi dio poda kvadrat dimenzija 8 m x 8 m, poploCan sa 64
plave ploCe dimenzijal mx 1 m.

Dalje razlikujemo 5 strategija.
Prvi nacin.

UocCimo da se gornji i donji narancasti rub sastoje od 10 ploCa te da tome treba dodati
jos po 8 narancastih ploCa sa svake strane,

10+10+8+8=2-10+2-8 = 36.




PRAVILNOSTI U NIZOVIMA BROJEVA (11)

Drugi nacin.

Broj narancastih plo€a raCunamo po “stranicama” naran€astog ruba, tj. kao

9+9+9+9=4-9=36.

Trecéi nacin.

Broj narancastih ploCa raCunamo kao “proSirenja” plavog poda sa svake strane za
jedan redak, odnosno stupac, uz dodavanje nova 4 naranCasta “vrha’, j. kao

8+8+8+8+4=4-8+4=306.

Drugi nacin.

Treci nacin.



PRIMJERI (12)

Cetvrti nadin.

Broj narancCastih ploCa raCunamo po “cijelim stranicama” naranCastog ruba, uz
oduzimanje 4 “vrha” koja su brojana dvaput, tj. kao

10+10+10+10-4=4-10-4 = 36.
Peti nacin.

UoCavamo da je narancasti rub razlika povrSina kvadrata dimenzija 10 m x 10 m |
kvadrata dimenzija 8 m x 8 m, tj. raCunamo kao

10-10-8 - 8 = 36.

Analogija i generalizacija.




PRIMJERI (13)

UoCavamo da je narancasti rub poda dimenzija n m x n m, poploCnog na isti nacin
plavim i narancastim plo€ama, sastavljen od

kvadratnih ploca.

n‘n-(n-2)-nN-2)=n?-(n-2)2=4(n-1)

DIMENZIJE
PODA

4 x4

7T XT

nxn

BROJ
NARANCASTIH
PLOCA

16

24

4(n = 1)




PRIMJERI (14)

Primjer.

Dan je niz slika koje se sastoje od kruzi¢a. Nastavimo li nizati slike prema istom
pravilu, odredite ukupni broj kruzi¢a na:

(@) 20. slici u nizu

(b)  n-toj slici u nizu.

Slika 1. Slika 2. Slika 3. Slika 4.



PRIMJERI (15)

Rjesenje.
Pravilnost u nizu kruzi¢éa mozemo uoditi na vise nacina.
Prvi nacin.
Slika 1 Slika 2. Slika 3. Slika 4.
o0 @o ooo‘o X[
o

Uocimo da je broj kruzi¢a na svakoj sljedecoj slici jednak broju kruzi¢a na prethodnoj
slici, uve¢anom za broj kruzi¢a koji “obrubljuju” prethodnu sliku. Taj je “obrub” u
svakom koraku veci za 2 kruZica.

BROJ SLIKE 1 2 3 4 5 6 n
BROJ 5 2+4 6+6 12+8 [ 20+10 | 30+ 12 5
KVADRATA =6 =12 =20 =30 =42




PRIMJERI (16)

Ocito, ovim nacCinom teZe je odrediti opCi izraz za broj kruzi¢a na slici.

BROJ SLIKE 1 2 3 4 5 6
2+4 6+6 12 + 8 20+ 10 | 30+ 12
BROJ 2 2+2-2
KVADRATA 6+3:-2(12+4-2|120+5-2|12+6-2
=6 =12 = 20 = 30 _ 40

UoCavamo rekurzivnu relaciju za broj kruzi¢a na n-toj slici, a,:

a=2 a=a_,+2n, n=23,...

Slika 1.
0

Slika 2.

Slika 3.

HH

Slika 4.




PRIMJERI (17)

Sada primjenjujemo metodu teleskopiranja, tj. ispisujemo redom izraze za a,, a,_ 1,
Ay _ 5, «ery By, Qg
a =a ,+2n

a_,=a _,+2(n-1)
a _,=a _,+2(n-2)

n

-+

a=a+2-2
a, =12 J

Zbrajanjem ovih relacija i skraCivanjem izraza na lijevoj i desnoj strani, slijedi:

a,=> 2k=2> k=n(n+1), neN.
k=1 k=1

Dakle,
BROJ SLIKE 1 2 3 4 5 20 n
BROJ
KVADRATA 2 6 12 20 30 420 n(n + 1)




PRIMJERI (18)

Naravno, ova metoda primjerena je ucCenicima zavrSnih razreda srednje Skole
(gimnazije).

Uc€enicima osnovne Skole primjereniji je drugi pristup.

Drugi nacin.
Slika 1. Slika 2. Slika 3. Slika 4.
ag ® ®e00oje
® XXX
XXX
XX X[

Vidimo da je na svakoj slici istaknut “kvadrat” od kruzi¢a, Cija je “stranica duljine’
jednake rednom broju slike u nizu, te da se osim njega na slici nalazi jo§ onoliko
kruzZi¢a kolika je navedena “duljina stranice kvadrata”. Prema tome, imamo tablicu:

BROJ SLIKE 1 2 3 4 5 20 n
BROJ 1-1+1(2-2+42|3-3+3|4-4+4|5-5+5 22'230 n-n+n
KVADRATA = = =12 =20 =30 | _, 50 | TN+




PRIMJERI (19)

Primjer.

Na slici je niz crta koje se sastoje od duzina. Nastavimo li nizati crte prema istom
pravilu, odredite broj duzina na:

VAN & 0N

Crta 1. Crta 2. Crta 3.

(@) 5. crtiunizu

(b)  n-toj crti u nizu.




PRIMJERI (20)

Rjesenje.

Uocimo pravilnost u broju duzZina od kojih se sastoji svaka od crta.

AN =N

1 duZina 4 duzine 16 duzina

Svaka se duzina u sljede¢em koraku transformira u 4 duzine. Zato imamo:

BROJ CRTE 1 2 3 4 n 5

BROJ DUZINA 1 4 4n-1 44 = 256




SHEMA PRIJELAZA 1Z JEDNOG PRIKAZA U DRUGI

Primjer. Prijelaz iz prikaza rije€ima u tabli€ni i simboli¢ki prikaz

Zadano je pravilo pridruzivanja koje svakom realnom broju x pridruzuje njegov
dvostruki kvadrat umanjen za 4.

(a) Ispunite tablicu pridruzenih vrijednosti za ovo pravilo.

X 4 2 0 -1 -3

broj pridruzen broju x

(b) Pravilo pridruzivanja zapiSite matematickim simbolima.



SHEMA PRIJELAZA 1Z JEDNOG PRIKAZA U DRUGI (2)

Rjesenje.
(@)
x a4 | 2 | o | a4 | 3
broj pridruzen broju x | 28 | 4 | -4 | -2 | 14

(b) Broj pridruzen broju x je 2x? — 4, odnosno p(x) = 2x2 — 4,

Proces izgradnje ovog pridruzivanja je sljedeci:

>

X 4 2 0 -1 -3 1 X

broj pridruzen broju x |L 28 4 -4 -2 14 J 2x2 -4

ANALOGIJA GENERALIZACIJA



GRAFICKI PRIKAZ BROJEVNOG NIZA



RAZLICITI PRIKAZI NIZOVA

U prethodnim smo primjerima brojevne nizove prikazivali, odnosno zapisivali na sljedeca
Cetiri nacCina:

(a) pomocu konkretnih, fizickih materijala, slikama ili crtezima

(b) tablicom

(c) rijeCima

(d) simbolima

Sada dodajemo jo$ jedan vazan nacin prikazivanja brojevnog niza — grafiCki prikaz niza,
odnosno funkcije u koordinatnom sustavu:

* horizontalna ¢e os (apscisa) prikazivati redni broj Clanova niza

« vertikalna os (ordinata) njihovu vrijednost.

« uredeni par (redni broj ¢lana niza, vrijednost ¢lana niza) u koordinatnom sustavu
prikazujemo toCkom.

VAZNO!!!
Ucenici trebaju:
* uspostaviti vezu izmedu razli¢itih prikaza istog brojevnog niza

* razviti vjestinu prevodenja jednog prikaza u drugi, Sto je kljuéno za
razumijevanje pojma funkcije



PRIMJERI

Primjer. Opseg geometrijskog uzorka

Na slici su geometrijski uzorci sastavljani od kvadrata, jednakokraCnih trapeza te
pravilnih Sesterokuta. Stranice kvadrata, stranice Sesterokuta te kraéa osnovica
trapeza jediniCne su duljine, a dulja osnovica trapeza dvostruko je dulja od njih.

Odredite opsege ovih geometrijskih uzoraka u ovisnosti o broju u njima nanizanih
likova. Razmislite o razli€itim strategijama!

[ N/ N /7 \ 7/ \




PRIMJERI (2)

Rjesenje.

Kvadratni uzorak.

UoCavamo da je opseg uzorka od n kvadrata jednak 2n + 2, pri ¢emu smo najprije
zbrojili duljine gornje i donje stranice svakog od kvadrata u uzorku te tome dodali
duljine po jedne boc¢ne stranice prvog i zadnjeg kvadrata u nizu.

Sesterokutni uzorak.

UoCavamo da je opseg uzorka od n Sesterokuta jednak 4n + 2, pri Cemu smo najprije
zbrojili duljine dviju gornjih i dviju donjih stranica svakog od Sesterokuta u uzorku te
tome dodali duljine po jedne bocCne stranice prvog i zadnjeg Sesterokuta u nizu.



PRIMJERI (3)

Trapezasti uzorak.

[ N 7/ N/ \N 7/ \

UoCavamo da je opseg uzorka od jednog trapeza 5, dok se dodavanjem svakog
novog trapeza opseg uzorka poveca za 3. Zato je opseg uzorka od n trapeza jednak

5+3(N—1)=3n+2.



PRIMJERI (4)

Graficki prikaz usporedbe brzina rasta opsega
uzoraka.

UoCavamo da se najbrze povecava opseg Sesterokutnog
uzorka, a najsporije opseg kvadratnog uzorka.

“ o | i | T lommae
1 4 5 6
2 6 8 10
3 8 11 14
4 10 14 18
5 12 17 22
6 14 20 26
7 16 23 30
8 18 26 34
9 20 29 38
10 22 32 42




BROJEVNI NIZOVI U IZVANMATEMATICKOM
KONTEKSTU.
MODELIRANJE SITUACIJE.



MODELIRANJE SITUACIJE BROJEVNIM NIZOVIMA

Brojevnim nizovima u nastavi matematike mozemo modelirati situacije iz ucenicima
bliskog nematematickog konteksta.

Pritom je vazno povezati razliCite prikaze tih situacija.

Primjer.

Marko i Ivan skupljaju sliCice nogometasa. U paketicu sliCica nalazi se 5 sliCica. Ivan
svakog dana kupi 2 paketi¢a, a Marko 3 paketica. Ako Marko sada ima 33, a Ivan 57
sliCica, koliko sli€ica ¢e imati svaki od njih za 10 dana? Hoce li Marko u jednom trenutku
imati viSe sli€ica nego Ivan? Ako hoce, nakon koliko dana?



MODELIRANJE SITUACIJE BROJEVNIM NIZOVIMA (2)

Rjesenje.
Odmah uoc€imo da Ivan svakoga dana kupi 10, a Marko 15 sliCica.

To znaCi da se broj sli€ica svakoga od njih poveéava stalnom brzinom, tj. linearno ovisi o
broju proteklih dana od pocCetka brojanja.

Prikazimo tablicom koliko koji od djeCaka ima sliCica pojedinog dana.

BROJ DANA 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

BROJ IVANOVIH

SLICICA 57 67 77 87 97 | 107 | 117 | 127 | 137 | 147 | 157

BROJ MARKOVIH

SLICICA 33 | 48 [ 63 | 78 | 93 | 108 | 123 | 138 | 153 | 168 | 183

|z tablice Citamo da ¢e 11. dana, tj. za 10 dana lvan imati 157, a Marko 183 sliCice
nogometasa.

Takoder vidimo i da ¢e 6. dana, tj. za 5 dana Marko imati viSe sliica od Ivana. Isto

wvEgn = =



MODELIRANJE SITUACIJE BROJEVNIM NIZOVIMA (3)

wvEgn = =
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MODELIRANJE SITUACIJE BROJEVNIM NIZOVIMA (4)

Primjer.

U jednoj trgovini prodaju se biljeznice po 20 kn. Ako netko kupi 5 biljeznica, Sestu
biljeznicu moze kupiti za 10 kn. Koliko je najviSe biljeznica moguce kupiti za 265 kn?

Rjesenje.
Promatrat ¢emo funkciju cijene u ovisnosti o broju kupljenih biljeznica.
Odmabh je jasno da ona nije linearna.

Prikazimo ju prvo tablicno.

BROJ
BILJEZNICA

CIJENA (kn) 20 40 60 80 | 100 | 110 | 130 | 150 | 170 | 190 | 210 | 220

Vec iz tablice u€enici mogu zakljuciti da je za 265 kn moguce kupiti 14 biljeznica, Cija je
cijena 260 kn.



MODELIRANJE SITUACIJE BROJEVNIM NIZOVIMA (5)

Do istog smo zakljuCka mogli doci i o€itavanjem grafa funkcije cijene.

Primijetimo da je ona po dijelovima linearna.
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DISKRETNE | KONTINUIRANE SITUACIJE



DISKRETNE | KONTINUIRANE SITUACIJE

NOVI KORAK U IZGRADNJI POJMA FUNKCIJE

Diskretne situacije:

« argument funkcije je prirodni broj, tj. redni broj (indeks) ¢lana niza.

« grafiCki prikaz sastoji se od nepovezanih toCka u koordinatnom sustavu.
Kontinuirane situacije:

« situacije u kojima je vrijednost argumenta bilo koji realan broj iz nekog intervala

VAZNO!!!

Prijelaz s diskretnih na kontinuirane situacije sljedeéi je vazan korak u izgradnji
funkcije.



MODELIRANJE FUNKCIJAMA

Primjer. Zivotni vijek stanovnika Kanade

Analizom statistiCkih podataka utvrdeno je da se ocCekivani Zzivotni vijek Kanadana,
izrazen godinama, moze modelirati linearnom ovisnosScu

m(t) = 0.2299t + 71.668,

pri cemu je t vrijeme proteklo od 1979. godine, izrazeno u godinama. Za ocekivani
zivotni vijek Kanadanki dobiven je sliCan model,

Z(t)=0.1357t +79.052.
Interpretirajte koeficijente u ova dva modela u kontekstu situacije koju modeliraju.

Koliki je oCekivani Zivotni vijek Kanadana i Kanadanki ove godine, a koliki ¢e biti za 25
godina?

Odredite koje ¢e se godine, prema ovim modelima, oCekivani zivotni vijek Kanadana i
Kanadanki izjednaciti.



MODELIRANJE FUNKCIJAMA (2)

Primjer. Taksi-sluzbe

U Alfagradu djeluju Cetiri taksi-sluzbe: Brzica, Hitrec, Gradske kamikaze i Alfa-taksi. Svoje
usluge naplacuju po sljedec¢im cjenicima:

TAKSI-SLUZBA CIJENA STARTA CIJEN?:T_%;I;!}JSBENOM
Brzica 30 kn 1.50 kn
Hitrec 20 kn 4 kn
Gradske kamikaze 15 kn 6 kn
Alfa-taksi - 10 kn




MODELIRANJE FUNKCIJAMA (3)

* Ispunite tablicu usporedbe cijena taksi-sluzbi za dane udaljenosti.

CIJENA ZA PRIJEDENU UDALJENOST (u kn)

TAKSI-SLUZBA
2 km 2.5 km 3.5km 5km

Brzica

Hitrec

Gradske kamikaze

Alfa-taksi

* Napisite cijenu pojedine taksi-sluzbe za prijedenih x kilometara.
- Zeli li pro¢i najjeftinije, koju ée taksi-sluZzbu pozvati gospoda Juri¢ za voznju od 10 km?

« Koja je najvecCa udaljenost koju moze prijecCi gospodin Dulji¢ vozeéi se alfagradskim
taksijem ako u novCaniku ima 100 kn?



VEZA POJAVE | GRAFA

Primjer. Ovisnost visine vode u posudi o zapremini te vode
Na slikama su posude oznaCene brojevima od 1 do 6. Povezite svaku posudu s
grafikonom koji priazuje njezino punjenje vodom, tj. prikazuje ovisnost visine vode u
posudi o0 zapremini te vode.

o0 ¢ AL
vIv 2k




VEZA POJAVE | GRAFA (2)

Primjer.
Spremnik, kao na slici, puni se vodom.
(a) Kolika je njegova zapremnina?

(b) Koliko je m3 vode u spremniku ukoliko je napunjen do polovine visine svog donjeg
dijela?

2,0 m
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VEZA POJAVE | GRAFA (3)

(c) Ukoliko je punjenje vode jednolic¢no, koji od grafova pravilno prikazuje ovisnost
visine vode u spremniku o vremenu punjenja?

visina visina visina < =

A vrijeme B vrijeme C vrijeme

visina visina 4

D vrijeme E vrijeme




OVISNOST PUTA O VREMENU

Primjer. Ovisnost duljine prijedenog puta o proteklom vremenu

Neki od grafova na slici prikazuju ovisnost prijedenog puta o proteklom vremenu.
Odredite koji su to grafovi i za svaki od njih napiSite kratku pricu s opisom putovanja koje
prikazuje.

Obrazlozite i zaSto svaki od preostalih grafova ne prikazuje putovanje.

A_ duljina puta B duljina puta

vrijeme vrijeme

C . duljina puta D duljina puta

vrijeme vrijeme



OVISNOST PUTA O VREMENU (2)




OVISNOST PUTA O VREMENU (3)

Primjer. Ovisnost duljine prijedenog puta o proteklom vremenu

Petar je put od ku¢e do Skole preSao za dvanaest minuta. Prvu polovinu puta preSao je
za pet minuta, hodajuci stalnom brzinom. Zatim je zastao u papirnici kupiti biljeznicu, na
Sto je potroSio Cetiri minute. Ostatak puta presao je trceci stalnom brzinom.

U danom pravokutnom koordinatnom sustavu grafiCki prikazite ovisnost duljine Petrovog
prijedenog puta o proteklom vremenu (min). Udaljenost od Petrove kuce od Skole vec je
oznacena na vertikalnoj osi.

duljina puta

skola 1

— I s e e e L
o 1. 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

vijeme (min)



OVISNOST PUTA O VREMENU (4)

Rjesenje.

duljina puta

Skola l

—t >
6 7 8 9 10 11 12 13

vijeme (min)



OVISNOST PUTA O VREMENU (5)

Primjer. Ovisnost udaljenosti od €vrste tocke o proteklom vremenu

Srec¢ko je put od kuée do Skole preSao za 13 minuta. Prvu polovinu puta presSao je za 4
minute, hodajuci stalnom brzinom. Zatim je na tri minute zastao u papirnici kupiti olovku,
nakon Cega je istom brzinom kao prije nastavio hodati prema Skoli. Dvije minute kasnije
sjetio se da je u papirnici zaboravio kiSobran. Tr€eci stalnom brzinom, za minutu se vratio
natrag do papirnice. Pokupio je kiSobran i odjurio do Skole.

U danom pravokutnom koordinathom sustavu graficki prikazi ovisnost Sreckove
udaljenosti od kuée o proteklom vremenu (min). Udaljenost od Sreékove kuce od Skole
vec je oznaCena na vertikalnoj osi.

udaljenost
od kuce

Skola ﬁ

ku¢a S———————+—+——+—+—+—+>
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

vijeme (min)



OVISNOST PUTA O VREMENU (6)

Rjesenje.

udaljenost
od kuce

skola 1

e e LB E
5 6 7 8 9 10 11 12 13

vijeme (min)



NEKOLIKO PRIMJERA UCENICKIH AKTIVNOSTI

Primjer ucenicke aktivnosti. Arhimedova metoda mjerenja oplosja kugle
Cilj aktivnosti:

« ucenici ¢e, radeci u paru, mjerenjem povrsine narancine kore “otkriti” vezu oplosja
kugle i njenog polumjera

Oblik rada:

 radu paru

Metoda rada:

* heuristicka metoda / u€enje otkrivanjem
Potreban materijal:

» deblji papir (A4 formata) za svaki par uCenika
1 veca naranCa za svaki par ucenika

* NnoOZ zarezanje vocCa



NEKOLIKO PRIMJERA UCENICKIH AKTIVNOSTI (2)

Tijek aktivnosti:

» svaki par (ili tim) u€enika dobije jednu narancu i razreze ju duz glavnog presjeka

(kruga Ciji je polumjer jednak polumjeru kugle)
* na papiru trebaju napraviti 5 otisaka glavnog presjeka i obrubiti ih olovkom
« ucCenici trebaju pazljivo oguliti narancu i korom “popuniti” kruzne otiske
« zakljuCak: “popunjena” su priblizno 4 otiska

— oploSje kugle (povrSina narancine kore) 4 je puta vecCe od povrsSine njenog
glavnog kruga, tj. O = 4r2



NEKOLIKO PRIMJERA UCENICKIH AKTIVNOSTI (3)

Primjer ucenicke aktivnosti. Visina vode u posudi

Staklene posude razli€itin oblika punimo vodom. Za svaku od njih graficki prikazite
ovisnost visine ulivene vode u posudi o zapremnini te vode.
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NEKOLIKO PRIMJERA UCENICKIH AKTIVNOSTI (4)

Potrebni materijal.

» staklene posude razli€itih oblika

* mjerice za ulijevanje vode razliCitih zapremnina (€asa, menzura, Zlica...)
* ravnalo za mjerenje visine tekucine

« milimetarski papir i folija za crtanje tablica i grafova

Tijek aktivnosti.
* Mijericu po mjericu ulijevajte vodu u posudu sve dok se ne napuni.
* Nakon svake ulivene mjerice izmjerite visinu vode u posudi.

* Mjerenje zabiljezite u tablicu, a toCku, tj. uredeni par (broj mjerica, visina vode)
ucrtajte u graf.

« ZavrSite crtanje grafa “spajanjem” njegovih ucrtanih toCaka.



NEKOLIKO PRIMJERA UCENICKIH AKTIVNOSTI (5)

Tijek aktivnosti (nastavak).
» Analizirajte utjecaj zapremnine mjerice na preciznost grafa.
» Usporedite grafove za razliCite posude.

» Ovisnost visine vode u posudi o zapremnini te vode prikazite formulom.

Predvidanje grafa.

Bez mjerenja pokusSajte nacrtati analogne grafove za sljedece posude.
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PRIMJER. OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE

AKTIVNOST 1. Eksperiment mjerenjem fizi€kih objekata
CILJ AKTIVNOSTI

Ucenici Ce, radeci u timu, mjerenjem i raCunanjem “otkriti” vezu opsega kruga i njegovog
polumjera.

OBLIK RADA
e suradnic¢ko-timski rad uc¢enika u ¢etveroclanim timovima
POTREBAN MATERIJAL

« fizicki objekti oblika valjka i/ili (krnjeg) stoSca (poklopci, vaze, ¢ase, konzerve i sl.
razliCitih promjera)

 konac / Spaga
* metar (oznaceno ravnalo)
« dvije veCe debele knjige tvrdih korica

« nastavni listic za svakog ucCenika s tablicom za zapisivanje rezultata mjerenja i
zakljuCaka



PRIMJER. OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (2)

TIJEK AKTIVNOSTI

» ucenike podijelimo u timove (moZze i u parove, ovisno o raspolozivom materijalu)

» ucCenici mjere promjer d predmeta kruznog oblika, postavljajuéi ih izmedu dviju
uspravnih debljih knjiga uz rub stola

* izmjerene promjere ucenici biljeze u pripremljenu tablicu




PRIMJER. OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (3)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak)

« ucenici mjere “opseg” predmeta tako da oko njihove “osnovke” omotaju konac ili
Spagu i na koncu / Spagi oznaCe puni krug

« ucenici uz pomo¢ ravnala mjere duljinu o konca / Spage do oznake (opseg kruga)
* izmjerene veli€ine u€enici upisuju na odgovarajuc¢a mjesta u tablici

» ucenici za svaki krug racunaju zbroj d + o, razliku o —d, umnozak d - o i kolicnik 0 : d
(uz pomoc¢ dzepnog raCunala ili alata za izradu proracunskih tablica) te formiraju
tablicu s izraCunatim vrijednostima

« ucCenici uoCavaju da su svi omijeri priblizno jednaki (koliCnike treba zaokruziti na jednu
ili najviSe dvije decimale)

» nastavnik dobiveni konstantni omjer oznacCava slovom = (Citaj: pi) i ispriCa prikladnu
(povijesnu) pri€u o tom vaznom broju

VAZNO!
Mjerenja treba izvrsSiti za razli€ite valjkaste predmete, Sto je mogucée vise njih.

Bilo bi dobro izvrsiti i viSe mjerenja za isti predmet (pogreska pri mjerenju).



PRIMJER. OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (4)

TABLICA ZA REZULTATE MJERENJA

PROMJER
d

OPSEG

ZBROJ
d+o

RAZLIKA
o-d

UMNOZAK
d-o

KOLICNIK
o:d




PRIMJER. OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (5)

Diskusija koju treba provesti s u€enicima:

* potrebno je voditi raCuna o mjernim jedinicama (opseg i promjer kruga moraju biti
izmjereni istom mjernom jedinicom)

* izraCunate vrijednosti omjera o : d bit ¢e izmedu 3.13 i 3.16 — potrebno je s uCenicima
prodiskutirati utjecaj (ne)preciznosti mjerenja na rezultat

« obavezno prodiskutirati broj decimala na koje uopcCe ima smisla racunati koli¢nik o : d,
buduci da su i o i d izmjereni priblizno (s preciznos¢u od milimetra)



PRIMJER. OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (6)

AKTIVNOST 2. Eksperiment uz pomo¢ ra€unala

CILJ AKTIVNOSTI

UcCenici ¢e, u paru ili individualno mjereci u alatu dinamiCne geometrije, “otkriti” vezu
opsega kruga i njegovog promjera.

OBLIK RADA

» individualni rad ili rad u paru uc€enika na racunalu

POTREBAN MATERIJAL

* “radna biljeznica” u softveru dinami€ne geometrije za svakog uCenika ili par u€enika

« nastavni listi¢ za svakog u€enika s uputama za rad, tablicom za zapisivanje mjerenja i
zaklju€aka



PRIMJER. OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (7)

TIJEK AKTIVNOSTI

Ucenici Ce:

» konstruirati kruznicu u alatu dinamiCne geometrije te izmijeriti njezin promjer (d) i
opseg (0)

* izraCunati zbroj d + o, razliku o — d, umnozak d - o i kolicnik o : d te formirati tablicu s
tim mjerenjima

* mijenjati promjer kruznice “povlacenjem tocke” i tabelirati pripadajuca mjerenja

PROMJER OPSEG ZBROJ RAZLIKA | UMNOZAK | KOLICNIK
d 0 d+o o-d d-o o:d




PRIMJER. OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (8)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak):
Ucenici Ce:
* uocCavati pravilnosti u stupcima tablice

« uredene parove (d, o) prikazati graficki u pravokutnom koordinatnom sustavu

Diskusija:
Ucenici Ce:

 uocCiti da kruznice veteg promjera imaju vecCi opseg (opseg raste s promjerom
Kruznice)

« uoCiti da je opseg kruznice uvijek vec¢i od njenog promjera (razlike o — d su uvijek
pozitivhe)

» uociti da je koli¢nik o : d stalan (ne ovisi o promjeru kruznice)

- diskutirati vrijednost kolicnika o : d s obzirom na podeSeni broj decimala u alatu
dinamic¢ne geometrije

 uocCiti da sve toCke (d, o) pripadaju istom (polu)pravcu ishodistem koordinatnog
sustava



PRIMJER. OPSEG KRUGA / DULJINA KRUZNICE (9)

& The Geometer's Sketchpad - [Slike-krug_kugla.gsp - 2]

File Edit Display Construct Transform Measure Graph Window Help

d
d=6,22cm

0=19,54 cm

d+o = 25,76 cm

o-d=13,32cm
d-o =121,52 cm?

= 3,14

0]

d+o

o-d

do

0,11 cm

0,34 cm

0,45 cm

0,23 cm

0,04 cmz2

3,14

0,29 cm

0,92 cm

1,21 cm

0,63 cm

0,27 cmz2

3,14

0,58 cm

1,83 cm

2,42 cm

1,25 cm

1,07 cmz2

3,14

0,90 cm

2,83 cm

3,73 cm

1,93 cm

2,55 cmz2

3,14

1,38 cm

4.33 cm

571 cm

2,95 cm

5,96 cmz2

3,14

1,70 cm

5,33 cm

7,02cm

3,63 cm

9,03 cmz2

3,14

2,01 cm

6,32 cm

8,34 cm

4.31cm

12,73 cmz?

3,14

2,57 cm

8,07 cm

10,64 cm

550 cm

20,72 cmz2

3,14

2,94 cm

9.23 cm

12,17 cm

6,29 cm

27,13 cmz2

3,14

13,34 cm

10,48 cm

13,81 cm

7,14 cm

34,95 cm2

3,14 L e e

3,89 cm

12,22 cm

16,12 cm

8,33 cm

47 57 cmz2

3,14

4.42 cm

13,89 cm

18,31 cm

9.47 cm

61,38 cmz2

3,14

476 cm

14,97 cm

19,73 cm

10,20 cm

71,31 cmz2

3,14

5,35cm

16,80 cm

2214 cm

11,45 cm

89,80 cmz2

3,14

5,80 cm

18,21 cm

24,01 cm

12,41 cm

105,54 cmz2

3,14

6,22 cm

19,54 cm

25,76 cm

13,32 cm

121,52 cmz2

3,14

6,22 cm

19,54 cm

2576 cm

13,32 cm

121.52 cm?

3,14




PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA

CILJ AKTIVNOSTI

UcCenici Ce, rade¢i u paru na pripremljenom nastavnom listiCu, otkriti ovisnost duljine
kruznog luka dane kruznice o veliCini pripadnog srediSnjeg kuta.

NASTAVNI OBLIK

« diferencirana nastava u obliku rada u paru

NASTAVNA METODA

« heuristiCka nastava (otkrivanje pravilnosti)

POTREBAN MATERIJAL
* motivacijski zadatak

« nastavni listi¢ za svakog ucenika



PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (2)

TIJEK AKTIVNOSTI

UCitelj pred uCenike postavlja kontekstualizirani mativacijski zadatak.

Zadatak.

Odredite duljinu dijela Zemljinog ekvatora koji odgovara razlici geografskih duzina
od 15°. Polumjer Zemlje duljine je priblizno 6 400 km.

6 400 km
15°




PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (3)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak)
« UcCenici interpretiraju tekst zadatka prevodeci ga na matematicki jezik.

« ZakljuCuju da je potrebno odrediti duljinu kruznog luka kruznice (ekvatora) polumjera
6 400 km, koji odgovara srediSnjem kutu veliCine 15°.

6 400 km

6 400 km _~7 ‘ o

15°

« Prema tome, potrebno je povezati duljinu kruznog luka i veli€inu pripadnog
sredisnjeg kuta.



PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (4)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak)
* UCcenici prvo intuitivno uoCavaju kako se mijenja duljina kruznog luka:

— za zadanu kruznicu (duljina polumjera je fiksna), ve¢em srediSnjem kutu odgovara
dulji pripadni kruzni luk (Sto nije dovoljno za zaklju€ak o proporcionalnosti!!)

KOVARIJACIJA!!!

a<f=h<h



PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (5)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak)

— za zadani sredisnji kut (veliCina kuta je fiksna), kruznici ve¢eg polumjera odgovara
dulji kruzni luk

KOVARIJACIJA!!I

n<r=h<h



PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (6)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak)

Sada je potrebno otkriti tip ovisnosti duljine kruznog luka zadane (fiksne) kruznice o
duljini polumjera te kruznice.

UcCenici dobivaju nastavni listi¢ kojeg trebaju popuniti radeci u paru.

Na nastavnom listiCcu prvo promatraju duljine poznatih kruznih lukova, vezane uz
koncept razlomka i pridruzuju im sredisnji kut.

Cilj prvog dijela nastavnog listica je doCi do duljine kruznog luka koja odgovara
srediSnjem kutu veliine 1°.

Nakon toga, multipliciranjem uz primjenu analogije i generalizacije nepotpunom
indukcijom, ucenici otkrivaju op¢u ovisnost.

U procesu uoCavanja pravilnosti bitno je ne preskakati logiCke korake!



PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (7)

Dana je kruznica opsega 0. Radeéi u paru dopunite tablicu! Sto primjeéujete?

DULJINA

KRUZNOG LUKA SREDISNJI KUT

KRUZNI LUK DIO KRUZNICE

&




PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (8)

Tablica (nastavak)

KRUZNI LUK

DIO KRUZNICE

DULJINA
KRUZNOG LUKA

SREDISNJI KUT

dh
N




PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (9)

Tablica (nastavak)

KRUZNI LUK

DIO KRUZNICE

DULJINA
KRUZNOG LUKA

SREDISNJI KUT




PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (10)

Tablica (nastavak)

KRUZNI LUK

DIO KRUZNICE

DULJINA
KRUZNOG LUKA

SREDISNJI KUT




PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (11)

Tablica (nastavak)

KRUZNI LUK

DIO KRUZNICE

DULJINA
KRUZNOG LUKA

SREDISNJI KUT

1 . .
—— Kkruznice
360




PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (12)

Dana je kruznica opsega 0. Radeéi u paru dopunite tablicu! Sto primjeéujete?

KRUZNI LUK

DIO KRUZNICE

DULJINA
KRUZNOG LUKA

SREDISNJI KUT

cijela kruznica

= 1 cijelo

0 = opseg kruga

360°

&

E kruznice
2

N| O

360 _180°




PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (13)

Tablica (nastavak)

- . DULJINA =
KRUZNI LUK DIO KRUZNICE KRUZNOG LUKA SREDISNJI KUT

360° _ g0

~lO

1 kruznice
4

N

dh

| o

} kruznice
8




PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (14)

Tablica (nastavak)

DULJINA

KRUZNOG LUKA SREDISNJI KUT

KRUZNI LUK DIO KRUZNICE

360°

kruznice =120°

w|o

‘ : : \ l kruznice
6

o|o




PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (15)

Tablica (nastavak)

. - DULJINA X
KRUZNI LUK DIO KRUZNICE KRUZNOG LUKA SREDISNJI KUT
E kruznice 9 360 =72°
5 5
i Kruznice 9 360 = 36°
10 10 10




PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (16)

Tablica (nastavak)

DULJINA

KRUZNOG LUKA SREDISNJI KUT

KRUZNI LUK DIO KRUZNICE

0 360° B
360 360

1 . .
—— Kkruznice
360




PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (17)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak)

UcCenici ¢e uocCiti da se prepolavljanjem veliCine srediSnjeg kuta prepolavlja i duljina
pripadnog kruznog luka.

Takoder ¢e uocCiti i da se smanjenjem veli€ine srediSnjeg kuta 4 puta jednako toliko
puta smanjila i duljina pripadnog kruznog luka.

Zapravo, ucenici ¢e primijetiti da su duljina kruznog luka i veliCina odgovarajuceg
srediSnjeg kuta proporcionalne veli€ine.

Preostaje osvijestiti koeficijent proporcionalnosti, tj. jedini€nu vrijednost.
To je upravo duljina kruznog luka koja odgovara jedinicnom kutu, tj. kutu veli€ine 1°.

Kako bi to osvijestili, u€enici sada dopunjuju i drugu tablicu.



PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (18)

U paru dopunite i ovu tablicu!

DULJINA ) DULJINA
SREDISNJI KUT KRUZNOG SREDISNJI KUT KRUZNOG
LUKA LUKA
1° 5o
20 10°
3° 15°
4° 47°




PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (19)

Tablica (nastavak)

DULJINA
SREDISNJI KUT KRUZNOG
LUKA
0.5°
213.7°




PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (20)

U paru dopunite i ovu tablicu!

DULJINA ) DULJINA
SREDISNJI KUT KRUZNOG SREDISNJI KUT KRUZNOG
LUKA LUKA
1° 9 5o o
360 360
2° 2. 2 10° 0. 0
360 ANALOGIIA 360
3° 3. o 15° 5. 9
360 360
o .o 47° 7.2
4 4 360 360




PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (21)

Tablica (nastavak)

DULJINA
SREDISNJI KUT KRUZNOG
LUKA
0.5° 05—
360
(0]
213.7° 213.7 ——
360
0° 0.-2 _po
360
(0]
360

S

| OVE SU ANALOGIJE VAZNE!

GENERALIZACIJA

(nepotpunom indukcijom)




PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (22)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak)

« Konacno, ucenici su dosli do zakljucka da je duljina | kruznog luka kruznice opsega o,
koji odgovara srediSnjem kutu veliCine a dana izrazom:

0]
|=|(a)=%a

0
« Dakle, koeficijent proporcionanosti jednak je 360"

 Ako je kruznica bila polumjera duljine r, zbog prije nauCene veze o = 2rmr ucenici
zaklju€uju:

2r rz
|l =——a=—
360 180

* Napomena: Vezu je ipak smislenije pamtiti u obliku | = SOE a



PRIMJER. DULJINA KRUZNOG LUKA (23)

TIJEK AKTIVNOSTI (nastavak)

Na kraju se treba vratiti na polazni kontekstualizirani zadatak i rijesiti ga.

Iz danih podataka zakljuCujemo da je duljina dijela ekvatora koji odgovara razlici od
15° u geografskoj duzini jednaka

 2.6400-7
360

| 1521675 km

Ima li u ovom racunu smisla koristiti decimale?!

6 400 km
15°




