ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja skola — A varijanta
27. veljace 2015.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-1.1.

Neka su x i y razlic¢iti realni brojevi takvi da je 2zy + 1 # 0 i neka su

62%y* + vy — 1 L g v(x? —1) —y(y®> —1)
2zy + 1 T —y

Odredi koji je broj veéi, A ili B.

A:

Rjesenje.
Sredivanjem danih algebarskih razlomaka dobivamo
62%y? + 3zy — 22y — 1
2zy + 1
~ Bay(2ry +1) — (2zy + 1)
N 2zy + 1
(2zy + 1)(3zy — 1)
2zy + 1
=3ry —1 3 boda

A=

g t@ =1 —yly® — 1)
r—y
P —r—y+y
r—y
_@—y)—(r—y)
r—y
_ =y tay+y?) - (z—y)
r—y
(z—y)(e® +ay+y° —1)
r—y
=2t fay+yt -1 3 boda
Kako bismo odredili koji je broj veéi, promotrimo razliku brojeva A i B: 1 bod
B—A=(@*+ay+y*—1)— Bay—1)
=% — 2uy +y°
=(x—y)? >0, 2 boda
Buduéi da je x # y, zakljuc¢ujemo da je A < B. 1 bod
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Zadatak A-1.2.

Za, prirodne brojeve a, b i prost broj p vrijedi a® + p* = b2

Dokazi da je 2(b + p) kvadrat nekog prirodnog broja.

Napomena: Ucenikovo rjesenje treba bodovati iskljuc¢ivo na temelju jednog sluzbenog
rjeSenja, tj. bodovi koji se dodjeljuju za tvrdnje iz razli¢itih rjeSenja ne mogu se
zbrajati.

Prvo rjesenje.

Prebacivanjem a® na desnu stranu dobivamo ekvivalentnu jednakost p? = b*>—a?. Desnu
stranu faktoriziramo kao razliku kvadrata: p?> = (b —a)(b + a).

Buduéi da su a i b prirodni, brojevi b — a i b+ a su razli¢iti prirodni djelitelji broja p?,
koji ima samo tri djelitelja: 1, p i p®. Stogajeb—a=11ib+ a = p.

Zbrajanjem dobivenih jednadZbi dobivamo 2b = 1 + p?.
Slijedi da je

20+p) =2b+2p=p"+2p+ 1= (p+1)°,
pa je 2(b+ p) zaista kvadrat prirodnog broja p + 1.

Napomena: Ako ucenik bez dokaza tvrdi da je 2(b+ p) kvadrat od p + 1, treba dobiti
1 bod.

Drugo rjesenje.

Ako je p = 2, onda je a® +4 = b*. Kvadrati 12 i 22 se razlikuju za 3, a razlika izmedu
bilo koja druga dva kvadrata iznosi barem 5, pa je nemoguce da je p = 2.

Dakle, mozemo pretpostaviti da je p neparan prost broj.

Brojevi a, p i b ¢ine Pitagorinu trojku, pa postoje prirodni brojevi d, m i n takvi da je

a=2mnd, p=d(m?*—n?), b=dm*+n?).

Bududi da je p prost broj, mora vrijediti d = 1.

Zbrajanjem dobivamo
2(b+p) = 2(m* —n® +m? +n?) = 4m?
Sto je potpun kvadrat.

Trece rjesenje.
Pokazimo da brojevi b i p oba moraju biti neparni.

Ako je p = 2, onda je a® +4 = b%. Kvadrati 12 i 22 se razlikuju za 3, a razlika izmedu
bilo koja druga dva kvadrata iznosi barem 5, pa je nemoguce da je p = 2. Dakle,
mozemo pretpostaviti da je p neparan prost broj.

Ako je b paran broj, onda bi a morao biti neparan broj, pa bi broj a®+p? davao ostatak
2, dok bi b? davao ostatak O pri dijeljenju sa 4. Zato je b neparan broj.

Prebacivanjem p? na desnu stranu dobivamo ekvivalentnu jednakost a? = b?—p?. Desnu
stranu faktoriziramo kao razliku kvadrata: a® = (b — p)(b + p).
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RjeSenje baziramo na sljedecoj Cinjenici: ako su x i y relativno prosti brojevi za koje

je xy potpun kvadrat, onda su x i y takoder potpuni kvadrati.

Ideja je pokazati da je M(b—p,b+p) = 2 jer iz toga slijedi da je b—p = 2z, b+p = 2y
a2

Loy =% = (%) , te su x i y relativno prosti brojevi. Prethodno navedena ¢injenica

tada povlaci da je y potpun kvadrat, pa je zato i 2(b + p) = 4y potpun kvadrat.
Vrijedi M(b—p,b+p) = M(2p,b+ p).

Buduéi da je b + p paran broj, da bismo pokazali da je M (b — p,b+ p) = 2, dovoljno
je pokazati da p ne dijeli b.

Ako p dijeli b, onda p dijeli a i moZemo pisati a = pk, b=pl i k> +1 = [>.
Buduéi da se nikoja dva kvadrata ne razlikuju za 1, dobivamo kontradikciju.

Time je dokaz zavrsen.

Zadatak A-1.3.

Odredi koliko ima Sesteroznamenkastih prirodnih brojeva takvih da uklanjanjem prve
dvije, odnosno zadnje dvije znamenke dobivamo dva ¢etveroznamenkasta broja koja
daju isti ostatak pri dijeljenju s 99.

Rjesenje.

Neka je abcdef Sesteroznamenkasti broj.

Brojevi abced i cdef daju isti ostatak pri dijeljenju s 99 ako i samo ako 99 dijeli broj
abed — cdef.

Bududi da je

abed — cdef = 100ab + cd — (100cd + ef)
= 100ab — 99¢d — ef
= 99ab + ab — 99cd — ef
= 99(ab — cd) + ab — ¢,

broj abede f zadovoljava zadani uvjet ako i samo ako 99 dijeli ab — ef.

Brojevi ab i ef su izmedu 0 i 99, pa je njihova razlika djeljiva sa 99 samo ako je po
iznosu jednaka 0 ili 99.

Ako je razlika 0, onda su brojevi ab i ef jednaki. U ovom slufaju ab moZemo izabrati
na 90 nacina (kao bilo koji broj izmedu 10 i 99).

Razlika moZe biti 99 samo ako je ab = 99 i ef = 00.
Zato ab i ef mozemo odabrati na ukupno 90 4+ 1 = 91 nadin.

Sad jo$ preostaje prebrojati moguce sredisnje dijelove cd broja abedef. Bududi da je
cdef cetveroznamenkast broj, broj cd moze biti bilo koji izmedu 10 i 99, §to daje 90
nacina.

Ukupno, trazenih brojeva ima 91 - 90 = 8190.
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Napomena: Ako ucenik u brojanju mogucih sredisnjih dijelova cd zaboravi da ¢ ne smije
biti nula, pa tvrdi da je 100 moguénosti za cd (od 00 do 99), u kojem sluc¢aju bi krajnji
rezultat bio 91 - 100 = 9100, treba mu oduzeti 1 bod.

Ako ucenik ne razmatra mogucénost da razlika ab — ef moze biti jednaka 99, u kojem
sluc¢aju bi krajnji rezultat bio 90 - 90 = 8100, treba mu oduzeti 2 boda.

Zadatak A-1.4.

Neka je AC promjer kruznice k; kojoj je srediste u tocki B. KruZnica ky dira pravac
AC u to¢ki B i kruznicu k; u tocki D. Tangenta iz A (razli¢ita od AC) na kruznicu ke
dira tu kruznicu u tocki E i sijece pravac BD u tocki F. Odredi omjer |AF| : |AB].

Prvo rjesenje.

Neka je S srediste kruznice ko i neka je |BS| = |ES| = r polumjer te kruznice.

Bududi da je tocka S poloviste duzine BD, koja je polumjer kruznice kq, slijedi da je

|AB| = |BD| = 2r. 1 bod
Vrijedi |AE| = |AB| = 2r jer su to odsjecci tangenti. 1 bod
Bududéi da je tangenta AB na kruznicu k, okomita na polumjer SB, trokut ABFE je
pravokutan. 1 bod
Analogno, bududi da je tangenta AE na kruznicu ky, okomita na polumjer SE kruZnice
ko, trokut SEF je pravokutan. 1 bod
Pravokutni trokuti ABF i SEF imaju iste kutove, pa su sli¢ni. 2 boda
AB
Neka je a = |F'S|. 1z spomenute sli¢nosti zaklju¢emo |AF| = |F'S|- ’|ES|| =2|FS|=2a 1 bod
i zakljucujemo
1 1

2a — 2r = |AF|—|AE|:|EF|:§-|BF| zi(r—i—a). 2 boda

Iz toga slijedi da je 3a = 5r, odnosno |AF|: |[AB| =2a:2r =5:3. 1 bod

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2015. 4/23



Drugo rjesenje.

Neka je |AB| = R polumjer vec¢e kruznice. Neka je |DF| = x, |EF|

srediSte manje kruznice.

Tada je |AE| = |AB| = R, jer su to odsjecci tangenti.

_ BD
Tocka S je poloviste promjera BD kruznice ko, pa je |DS| = |2| =

R

5

y i neka je S

Buduéi da je tangenta AB na kruznicu k; okomita na polumjer SB, trokut ABF je

pravokutan.

Iz Pitagorinog poucka slijedi

(R+2)*+R*=(R+y)> (%)

Analogno, buduéi da je tangenta AE na kruZnicu ky okomita na polumjer SE kruZnice

ko, trokut SEF je pravokutan.

Ponovno primjenom Pitagorinog poucka dobivamo

(8] (3 o0

Oduzimanjem (*) od ove jednakosti dobivamo R + = = 2y.

2
Uvrstavanjem u (*) dobivamo da je 3y = 2R, tj. % =3

pa je traZzeni omjer jednak |AF|:|AB|=(R+y): R=1+2

Zadatak A-1.5.

wlot

Za prirodni broj n kazemo da je tablica s tri retka i n stupaca carobna ako postoji

prirodni broj k£, 1 < k < n, takav da se

e u prvom retku nalaze redom brojevi 1,2,...,n,

e u drugom retku nalaze redom brojevi k,k+1,...,n,1,2,... k —1,

e u trec¢em retku nalaze brojevi od 1 do n u takvom poretku da su zbrojevi triju

brojeva u svakom stupcu medusobno jednaki.

Odredi sve prirodne brojeve n za koje postoji ¢arobna tablica i za svaki takav n odredi

koliko ima ¢arobnih tablica.

Rjesenje.

Zbroj svih brojeva u ¢arobnojtablici je 3- (14+2+---+n) =3

Bududi da je u svakom od n stupaca zbroj jednak, taj zbroj iznosi 3 -

n(n+1)
—s -

n+1
5 -

Taj zbroj mora biti cijeli broj, pa je n + 1 paran, odnosno n mora biti neparan.

Zapisimo n = 2m + 1. Zbroj u svakom stupcu mora biti jednak 3 - "T“ = 3m + 3.

Bududi da je najveéi broj koji se upisuje 2m + 1, zbroj 1 + k£ mora iznositi barem

3m+3—(2m+1) =m+ 2, odnosno vrijedi k > m + 1.
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Analogno, u zadnjem stupcu, (2m+ 1)+ (k—1) je najvise 3m +2, odnosno k < m+2. 2 boda
Slijedidajem+1<k<m+2,tj. k=m-+1ili k=m+ 2.

Ako je k = m + 1, zbrojevi elemenata u prva dva retka su uzastopni prirodni brojevi
(redom m+2,m+4,...,3m,3m+2,m+3,m+5...,3m—1,3m+ 1, tj. svi od m + 2
do 3m +2), pa je o¢igledno moguce popuniti tre¢i redak tako da tablica bude ¢arobna. 1 bod

Isti argument vrijedi za k = m+2 jer su zbrojevi elemenata u prva dva retka uzastopni
prirodni brojevi (takoder svi od m + 2 do 3m + 2). 1 bod

Carobna tablica postoji ako i samo ako je n neparan i za svaki neparan prirodni broj
n postoje dvije ¢arobne tablice.

Napomena: Umjesto koristenja zakljucka da su zbrojevi u prva dva reda uzastopni
prirodni brojevi, uc¢enik moze pokazati da za k = m + 11 k = m + 2 postoje ¢arobne
tablice eksplicitnim konstrukcijama:

1 2 ool m | m4+1  m+2|...| 2m |2m+1
m+1 | m+2|.../2m|2m+1 1 oo lm—1 m
2m+1|2m—11]...| 3 1 2m | ... 4 2

1 2 m m—+1 | m+2|...]2m|2m+1
m+2| m+3 |...|2m—+1 1 2 .ol m | m+1
2m |2m —2 ... 2 2m+1|2m—-1|...| 3 1

Konstrukeija svake tablice nosi po 1 bod.

Napomena: Ucenik moze zakljuciti da n mora biti neparan i na sljedec¢i nac¢in. Ako je
n = 2m paran, zbrojevi u prva dva retka iznose 1 + k,24+ (k+1),...,2m —k—1)+
2m, 2m—k)+1,...,2m+(k—1), tj. k+1,k+3,...,dm—k—1,2m—k+1, ..., 2m+k—1.
Svi ti zbrojevi su iste parnosti, a dodavanjem brojeva od 1 do 2m ne mogu ostati iste
parnosti, pa ne mogu svi biti jednaki.

Dokaz da n mora biti neparan nosi 4 boda.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja skola — A varijanta
27. veljace 2015.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-2.1.

Odredi sve parove (a,b) cijelih brojeva takve da povr§ina trokuta ¢iji su vrhovi tocke
u kojima parabola y = 2% + ax + b sijece koordinatne osi iznosi 3.

Rjesenje.
Neka su A i B sjecista parabole s z-osi, a C sjeciSte s y-osi.

Y

A\/B x

Tada je A = (21,0), B = (2, 0) pri ¢emu su zy, x5 nultocke funkcije f(z) = 22 +azx +b

i vrijedi |[AB| = |z — 23] 1 bod
Prema Viéteovim formulama slijedi
(1 — 29)* = (w1 + 29)* — 4wy = a® — 4b, tj. |AB|= Va2 — 4b. 2 boda

Toc¢ka C' ima koordinate (0,b), pa duljina visine trokuta ABC' iznosi |b|. 1 bod
Povr§ina trokuta ABC' je

g Va? —4b - |b]

=

iz cega slijedi (a? — 4b) - b* = 36. 1 bod
Bududi da b? dijeli broj 36, slijedi da je b* € {1,4,9, 36}. 1 bod
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Razlikujemo cetiri slucaja:

1.

Ako je b* = 1, onda je a® — 4b = 36. Iz b = —1 slijedi a® = 40, a iz b = 1 slijedi
a® = 32, pa u ovom slu¢aju nema rjeSenja.

. Ako je b* = 4, onda je a®> —4b = 9. Iz b = —2 slijedi a®> = 1, a iz b = 2 slijedi

a* = 17, pa su u ovom slucaju rjeSenja (—1,—2) i (1, —2).

. Ako je ¥ = 9, onda je a? —4b = 4. Iz b = —3 slijedi a®> = —8, a iz b = 3 slijedi

a® = 16, pa su u ovom slucaju rjeSenja (—4,3) i (4, 3).

. Ako je b* = 36, onda je a®> —4b = 1. Iz b = —6 slijedi a®> = —23, a iz b = 6 slijedi

a® = 25, pa su u ovom slucaju rjeenja (—5,6) i (5,6).

Zadatak A-2.2.

Odredi sve trojke (a, b, ¢) realnih brojeva za koje vrijedi

a4+ +c=1 1 (2b—2a—cla>

DO | —

Prvo rjesenje.

Neka su a, b i ¢ takvi da vrijede zadani uvjeti.
Tada je

a® 4+ >+
5 .

Vv

(20 —2a — c)a >

Mnozenjem nejednakosti sa 2 i prebacivanjem ¢lanova na jednu stranu dobivamo

0> a®>+ b+ % — dab + 4a® + 2ac.

Slijedi da je

02a2+2ac+62+62—4ab+4a2,

odnosno

0> (a+c)*+ (b— 2a)%

Budué¢i da je (a+¢)? > 01 (b— 2a)? > 0, vrijedi

0< (a+c)*+ (b—2a)%

Dakle, (a + ¢)? + (b — 2a)? = 0, iz Cega slijedi da je c= —a i b= 2a

Iz uvjeta a? + b + ¢ = 1 slijedi

1
a+4a*+a* =1, tj a2:6.

1 2 1 1 2 1
Trazene trojke st: (a,b,¢) = [ —=, == ——= ) i (a,b,¢) = (——=, ——= 1.
raZene trojke su: (a,b,c) <\/6 c \/6) i(a,b,c) < - ; 6>
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Drugo rjesenje.

Kao i u prvom rjeSenju uvrstimo prvi uvjet u nejednakost i prebacimo sve na jednu
stranu:
0> a2+ b%+ & — 4ab + 4a® + 2ac.

Promotrimo kvadratnu funkciju
f(z) =52 + (2¢ — 4b)x + (b* + ¢2).
Za diskriminantu vrijedi
D = (2¢c — 4b)? — 20(b* + ¢*) = —4(b? + 4bc + 4c*) = —4(b + 2¢)* < 0,
paje f(x) >0 zasve z € R.
Budu¢i da nejednakost kaze da je 0 > f(a), slijedi da je f(a) =0
Dakle, f(z) ima dvostruku nultocku, pa je D =0, tj. b = —2c.

i ta nultocka je a, pa je prema formuli za rjeSenja kvadratne jednadzbe
_4b—2¢  —8c—2c

a —c.
10 10
Iz uvjeta a® + b + ¢* = 1 slijedi
1
A4t +cA =1, tj. 0226.

1 2 1 1 2
Trazene trojke su: (a,b,¢)=|—=,—,———= | i(a,b,c) = | ——,———
’ J (#5,¢) <v% 6 6) (a.5,¢) < 6 V6

Zadatak A-2.3.
Odredi sve ¢etvorke (a, b, ¢, d) prirodnih brojeva takve da je

A=, S=d 1 a—c=09.

Rjesenje.
Brojevi a i b moraju imati iste proste faktore. Neka je p neki njihov prosti faktor koji

se u a pojavljuje s eksponentom k, a u b s eksponentom [. Tada je p** = p*, odnosno
3k = 21, iz ¢ega slijedi da je k paran broj.

Buduéi da to vrijedi za sve proste faktore p zaklju¢ujemo da je a potpun kvadrat, tj.
a =n? za neki n € N.

Analogno zaklju¢ujemo da je ¢ = m* za neki m € N.
Slijedi

9=a—c=n>—m"=(n—m?)(n+m?.
Kako je n +m? > 0 slijedi n — m? > 0.

Kako je m prirodan broj, vrijedi n — m? < n + m?2. Zbog n + m?

moguénost n +m? =9, n —m? =1

> (, jedina je

odakle slijedi m =2 in = 5.
Slijedi a = 52 =25, b =53 =125, c = 2* = 16, d = 2° = 32.
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Zadatak A-2.4.

Neka je O srediste opisane kruznice, a H ortocentar trokuta ABC. Pravac AO sijece
opisanu kruznicu u to¢ki D. Dokazi da pravac H D prolazi polovistem stranice BC'.

Rjesenje.

Bududi da se dijagonale paralelograma raspolavljaju dovoljno je dokazati da je HBDC'
paralelogram.

Duzina AD je promjer opisane kruznice, pa je prema Talesovom poucku BD okomito
na AB.

Pravac C'H je okomit na AB, pa je CH || DB.
Analogno, C'D i BH su okomiti na AC'i BH || CD. Zato je HBDC paralelogram.

Zadatak A-2.5.

Na matematickom natjecanju zadana su 4 teSka i 8 laganih zadataka. Na natjecanju
sudjeluje n ucenika, a svaki je ucenik ispravno rijesio to¢no 11 od 12 zadataka.

Za svaki par teskog i laganog zadatka odreden je broj ucenika koji su ispravno rijesili
oba zadatka i zbroj svih tih 32 brojeva je 256. Odredi n.

Prvo rjesenje.

Neka je a broj ucenika koji nisu rijesili lagani zadatak, a b broj uc¢enika koji nisu rijesili
teski zadatak.

Svaki ucenik koji nije rijesio lagani zadatak rijesio je 4 teska i 7 laganih, dakle rijesio
je 28 razlicitih parova laganih i teskih zadataka.

Svaki ucenik koji nije rijesio teski zadatak rijesSio je 3 teska i 8 laganih, dakle rijesio je
24 razlicita para laganih i teSkih zadataka.

Iz uvjeta zadatka slijedi 28a + 24b = 256, odnosno 7a + 6b = 64.

Broj a mora biti paran, a 7-9 + 6 > 64, pa broj a moze biti samo jedan od brojeva
2,4,6 ili 8.
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Za a = 2 slijedi 6b = 40, za a = 4 slijedi 6b = 36, za a = 6 slijedi 6b = 22, a za a = 8
slijedi 66 = 8. 1 bod

Dakle, jedino moguce rjesenje je a = 4, b = 6, odnosno n = 10. 1 bod

Drugo rjesenje.

Oznacimo teske zadatke 77, ..., Ty, a lagane zadatke Ly, ..., Lg. Neka je

x; = broj ucenika koji nisu ispravno rijesili 7;,

y; = broj ucenika koji nisu ispravno rijesili L;. 1 bod

Tvrdnja da je svaki uc¢enik ispravno rijesio to¢no 11 zadataka znadi da je

n=x1+-+axs+uy +- -+ ys. (x) 2 boda

Broj ucenika koji su ispravno rijesili 7; 1 L; je n — z; — y;. 1 bod
Svaki T; se pojavljuje u 8 parova, a svaki L; u 4 para, pa vrijedi 1 bod
256 =32n — 8(xy + -+ xy) —4(yr + - - + ys) 2 boda

64=8n—2(x1+ - - +x4) — (1 + -+ ys).
Zbog (*) imamo
64=8n—n— (1 +xs+x3+24) =Tn — (1 + T2+ 23 + 24). 1 bod
Bududi da je 0 < 21 + 29 + 23 + x4 < n, slijedi
6n < 64 < 7n, 1 bod

odakle zakljuc¢ujemo da je n = 10. 1 bod
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja skola — A varijanta
27. veljace 2015.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-3.1.
Neka je I srediste upisane kruznice trokuta ABC.
Ako je |AI| = |BC| i <ACB = 2<4BAC, odredi kutove trokuta ABC'

Napomena: Primjena poucka o sinusima na samo jedan ili na vise od dva trokuta ABC,
AIC, ADI, BCD (isli¢no) bez jasne ideje kako povezati dobivene jednakosti s uvjetima

u zadatku donosi 2 boda od 5 bodova predvidena za taj dio zadatka.

Prvo rjesenje.
Neka je x = <BAI = < AC.
Tada je <BCI = <ACI = ;<ACB = <CAB = 2z.

C

2z

A B

Slijedi da je <CBA = 180° — <CAB — <ACB = 180° — 2z — 4z = 180° — 6.
Primijenimo li poucak o sinusima na trokute ABC' i AIC dobivamo

|BC| |AC| : |AIl |AC|
sin2r  sin(180° — 6z) sin2r  sin(180° — 3z)

Bududi da je |AI| = |BC], slijedi da je sin(180° — 62) = sin(180° — 3x).

Bududi da je 0 < 3z < 6z < 180°, jedina moguénost je da vrijedi 3x + 6x = 180°.
Dakle, z = 20° i kutovi u trokutu ABC iznose <BAC = 2x = 40°, <CBA = 3z = 60°

1 <ACB = 24BAC = 80°.
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Drugo rjesenje.

Neka je x = <BAI = < AC.

Neka je D sjeciste simetrale kuta ACB sa stranicom AB.

Buduéi da je <ACD = $<ACB = <CAB = 2z, slijedi da je |AD| = |DC].

Mozemo izracunati <AID = <ACI + <JAC =321 <CDB = <ACD +<DAC = 4z.

Primijenimo li pou¢ak o sinusima na trokute ADI i BC'D dobivamo

|AD| | AT , |DC| |BC|
= i = :
sin3z  sin(180° — 4x) sin<CBA  sin(4xz)

Buduéi da je sin(180° — 4x) = sindx, |AI| = |BC| i |AD| = |CD| slijedi da je

sin <C' BA = sin 3z.

Kutovi u trokutu BC'D su <CBA, 2z i 4z, pa je nemoguce da je 180° — 3x = <CBA.

Zaklju¢ujemo da je <CBA = 3z.
Slijedi da je 180° = <CBD + <DCB + <BDC = 3z + 2z + 4.

Dakle, 180° = 9z, tj. 2 = 20°. Slijedi da je <BAC = 2z = 40°, <CBA = 3z = 60° i

<JACB = 2<4BAC = 80°.

Trece rjesenje.
Neka je x = <BAI = <UAC.
Neka je D sjeciste simetrale kuta ACB sa stranicom AB.

C

2z

A E D B

Budu¢i da je <ACD = 1<ACB = <CAB, slijedi |DC| = |AD].

Neka je E sjeciste simetrale kuta ACD sa stranicom AD.

Buduéi da je AC'D jednakokracan trokut, vrijedi |CE| = |Al| = |BC]|.
Dakle, trokut BC'E je jednakokracan, pa vrijedi

<CBA = <CEB = <ACE + <FAC = 3x.

S druge strane, <CBA = 180° — <CAB — <ACB = 180° — 2z — 4x.
Na dva nacina smo izrazili <CBA, tj. 3x = 180° — 6z, tj. = = 20°.

Slijedi da je <BAC =2z = 40°, <CBA = 3z = 60° i <ACB = 2<BAC = 80°.
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Cetvrto rjesenje.
Kao u prethodnom rjeSenju ozna¢imo tocku D i zaklju¢imo da je |DC| = |AD|,
te oznac¢imo tocku E i dokazemo da je |CE| = |AI| = |BC|.

Bududi da je C'E simetrala kuta, slijedi <BCE = <BCD + <DCFE = 3z = <BEC.

Zato je |BE| = |BC|.

Zakljucujemo da je trokut BC'E jednakostranic¢an, pa je 3xv = <CBA = <CBF = 60°.

Slijedi da je <BAC = 2z = 40°, <CBA = 31 = 60° i <ACB = 2<BAC = 80°.

Zadatak A-3.2.
Za realni broj x, neka || oznacava najvedi cijeli broj koji nije veéi od z.

Odredi sva realna rjesenja jednadzbe

11 [z] + [z + 1] = 9z.

Prvo rjesenje.
Zapisimoxr e Rkaox=n+a,n e Z,0 <
Razlikujemo dva slucaja: 0 < a < % i % <

1. Za0 < a< % jednadzba prelazi u

11In +n = 9n + 9a,

n = 3a,

iz Cega slijedi 0 < n < %, odnosno n € {0,1}.

(SIS

Zan=0sljedia=0ixz=0. Zanzlslijedioz:%ix:

2. Za % < a < 1 jednadzba prelazi u

1In4+n+1=9+ 9,

5 1
n=3x— -

3
iz ¢ega slijedi 2 — £ <n <3 — 3, odnosno n = 2.
Slijedioz:gix:%.
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Drugo rjesenje.
Buduéi da su |z] i |z + %J cijeli brojevi, slijedi da je 9z cijeli broj.
Zato broj x mozemo zapisati u obliku

1
:c:a+§b, pri emu jea = |z] € Zibe {0,1,2,3,4,5,6,7,8}. 2 boda

Pocetna jednadzba prelazi u
1 1 1 1
11 —b —b+—-| = —b
{a+9J+{a+9+2J 9<a+9>,
Hat la+ o4 =0atp
a+ |a 5 5| =%+
b 1
{a+9+2J—b—2a. 2 boda

Razlikujemo dva slucaja: g+% <1li g —l—% > 1.

Akoje L4+ 1 <1,t.b€{0,1,2,3,4}, ondajea=b—2aib=3aq, 1 bod
iz Cega slijedi (a,b) = (0,0) ili (a,b) = (1, 3). 2 boda
Akoje ¢ +2>1,t. b€ {56,7,8},ondajea+1=>b—2aib=3a+1, 1 bod
iz Cega slijedi (a,b) = (2,7). 2 boda
Konaé¢no, rjesenja dane jednadzbe su 0 + 8, 1+ %, 24 g, tj. x € {0, %, % )

Zadatak A-3.3.

Neka je n prirodni broj veéi od 1 takav da su 2n—1 1 3n —2 kvadrati prirodnih brojeva.
Dokazi da je broj 10n — 7 slozen.

Rjesenje.

Oznac¢imo a® = 2n — 11 b*> = 3n — 2. Tada je

10n—7=403n—2)— (2n — 1) = 4b* — @? 2 boda
10n — 7= (20— a)(2b+ a). 1 bod
Ako su 2b —a i 2b+ a vedi od 1, onda je 10n — 7 slozen.

Uoc¢imo da je 2b — a < 2b + a pa pretpostavimo da je 2b —a = 1. 2 boda
Tada je 2b + a = 10n — 7. Oduzimanjem jednakosti slijedi 2a = 10n — 8, odnosno
a=b5n— 4. 2 boda
Uvrstavanjem slijedi 2n — 1 = (5n — 4)2, 1 bod
Dakle dobivamo kvadratnu jednadzbu 0 = 25n? — 42n + 17

¢ija rjeSenja su ny = 1, ny = 17/25. 1 bod
Buduéi da je n > 1, dobivamo kontradikciju. 1 bod
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Zadatak A-3.4.
U konveksnom ¢etverokutu ABC'D vrijedi <BAD = 50°, <ADB = 80° i <ACB = 40°.
Ako je <DBC = 30° + <BDC, izra¢unaj <BDC'

Rjesenje.

Bududi da je

<IABD = 180° — 80° — 50° = 50° = <BAD, 1 bod

trokut ABD je jednakokracan i vrijedi |AD| = |BD|. 1 bod
Buduéi da je |AD| = |BD|i <ADB =2 - <ACB, toc¢ka D je srediste kruznice opisane
trokutu ABC'. 4 boda
Neka je <BDC = z. Budu¢i da je kut BAC obodni kut nad tetivom BC, a pripadni
sredisnji kut je kut BDC vrijedi <BAC = g 2 boda
Bududi da je <CBD = x + 30°, iz trokuta ABC slijedi

180° = 4 50° + & + 30° + 40°, 1 bod

tj. = 40°. 1 bod
Zadatak A-3.5.
Marko ima 2n kartica (n € N), po dvije kartice sa svakim od brojeva 1,2,... n. Kada
ih je promijesao i slozio jednu do druge u niz, primijetio je da se za svaki k iz skupa
{1,2,...,n} izmedu dviju kartica s brojem k nalazi to¢no k drugih kartica.

Dokazi da je broj n? + n djeljiv s 4.
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Prvo rjesenje.

Neka je iy pozicija prvog pojavljivanja kartice s brojem k. Kartice s brojem k£ se tada
nalaze na pozicijama iy i 7 + k + 1.

Zbrojimo li sve pozicije dobivamo

WE

(e +ig+k+1)=14+2+---4+2n

k=1
LA n(n+ 3 2n(2n + 1

S PR B CUES)
= 2 2
n 32_

2 i =

e
Il
—

Slijedi da je broj 2-=" paran, tj. 3n% — n je djeljiv s 4.
Tada je i 4n* — (3n? — n) = n? + n djeljiv s 4.

Napomena: Nakon zakljucka 4 | 3n? — n ucenik moZe dovrsiti rjeSenje i promatranjem
svih slucajevan =4m+k, k=0,1,2, 3.

Drugo rjesenje.

Kazimo da je par (r,s) (r,s € {1,2,...,2n}) poseban ako se na poziciji r nalazi kartica
s brojem k, na poziciji s kartica s brojem [ i kartica na poziciji s se nalazi izmedu dvije
kartice s brojem k.

Za proizvoljne brojeve kil (od 1 do n), promotrimo koliko ima posebnih parova (r, s)
takvih da se na pozicijama r i s nalaze kartice s brojevima k il (u bilo kojem poretku).

Neka se kartice s brojem k nalaze na pozicijama i1 i io, a kartice s brojem [ nalaze na
pozicijama jj 1 Jja.
Razlikujemo tri slucaja.
1. Ako se obje kartice s brojem [ nalaze izmedu kartica s brojem k, tj. i1 < j; <
J2 < 42, onda imamo 4 posebna para (i1, j1), (i1,J2), (t2,71) 1 (42,72). Analogno,

ako se obje kartice s brojem k nalaze izmedu dvije kartice s brojem [, onda opet
imamo 4 posebna para.

2. Ako se to¢no jedna kartica s brojem [ nalazi izmedu kartica s brojem k, tj. bez
smanjenja opcenitosti ako pretpostavimo da je i1 < j; < 12 < Jo, onda takoder
imamo 4 posebna para (i1, j1), (i2,j1), (J1,72) 1 (Jo, i2).

3. Ako se nijedna kartica s brojem [ ne nalazi izmedu kartica s brojem k, te nijedna
kartica s brojem k£ nije izmedu kartica s brojem [, onda nema posebnih parova.

Zakljuc¢ujemo da je ukupan broj posebnih parova visekratnik broja 4.

S druge strane, taj je broj jednak
2-Y k= n*+n
k=1

jer za svaki broj k imamo dvije pozicije r na kojima se nalazi kartica s tim brojem, te
k pozicija izmedu njih koje mozemo odabrati za s.

Dakle, 4 dijeli n? + n.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja skola — A varijanta
27. veljace 2015.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-4.1.
Neka je a = *°3/2015 i neka je (a,) niz takav da je a; = a i a,.1 = a®™ zan > 1.
Postoji li prirodni broj n takav da je a,, > 20157

Rjesenje.

Takav prirodan broj ne postoji. 1 bod
Dokazimo matematickom indukcijom da za svaki prirodan broj n vrijedi a,, < 2015. 3 boda
Baza indukcije. Za n = 1, vrijedi a = *°%/2015 < 2015. 1 bod

Korak indukcije. Pretpostavimo da za neki prirodan broj n vrijedi a,, < 2015.

Tada je
Uns1 = a* < a*¥ = 2015. 4 boda

Po principu matematicke indukcije slijedi da je a,, < 2015 za svaki prirodan broj n. 1 bod

Zadatak A-4.2.

Jedna stranica kvadrata lezi na pravcu y = 2x — 17, a preostala dva vrha leze na
paraboli y = 2. Odredi poviginu tog kvadrata.

Prvo rjesenje.

Neka su A;(z1,73) 1 Ag(xg,23) (x1 > ) vrhovi kvadrata koji leZe na paraboli y = z2.

Buduéi da je pravac A; A, paralelan praveu y = 2z — 17, ti pravei imaju isti koeficijent
smjera. Zato vrijedi
i — a3

:2, tJ T+ X9 = 2. 1 bod
L1 — X2

Duljina stranice promatranog kvadrata iznosi
A1 As| = V(01 — )7 + (2] — 23)?
= V(@1 — 22)?[1 + (21 + 22)7]
= \/g(% - Iz)
= 2V5(1 — ), 2 boda

a udaljenost tocke Ay od pravca 2x —y — 17 = 0 iznosi

2 29+ (=1) 22+ (=17 22wy + 17
d(AQ,p)=’ - (22+)(f21)2( )| _ lz 552 ’. 2 boda
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Bududi da je udaljenost tocke Ay od pravca 2oz —y—17 jednaka duljini stranice kvadrata
slijedi

|22 — 235 + 17
2W5(1 — 15) = , 1 bod
( 2) \/5
10(1 — my) = |23 — 229 + 17].
Izraz u apsolutnoj vrijednosti je pozitivan (jer je diskriminanta tog kvadratnog trinoma
jednaka 22 — 4 - 17 < 0), pa slijedi
10(1 — my) = 3 — 225 + 17, 1 bod
x5+ 8y +7=0.
Rjesenja ove jednadZbe su —11 —7. 1 bod
Ako je x5 = —1, onda je |A; As| = 4/5 i povrsina kvadrata je P = 80. 1 bod
Ako je x5 = —7, onda je |A; As| = 164/5 i povriina kvadrata je P = 1280. 1 bod

A

Ao
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Drugo rjesenje.

Neka je Ay AyA3A, traZeni kvadrat, pri ¢emu su tocke A; i Ay na paraboli y = 22, a
tocke Az i A4 na pravcu y = 2zx — 17.

Y

P

Az

Py

Neka su (z;,y;) koordinate tocke A; za i = 1,2,3,4. Neka je y; > yo i neka je y4 > ys,
kao na slici.

Povucimo paralele s x-osi kroz tocke A; i As, te paralele s y-osi kroz tocke Ay i Ay.
Presjeci tih parabola ¢ine vrhove kvadrata P, P,P3;P,. Pravokutni trokuti A;P;As,
AQPQAg, A3P3A4 i A4P4A1 su sukladni.

Iskoristimo li sukladnost kateta tih pravokutnih trokuta iy, = 22, yo = 3, y3 = 2v3—17
iyy =2x4 — 17 dobivamo

T1 — X9 = |AP1‘—’A2P2|—.I'2—25C3+17 1

(1)
Ty — 9 = |A1Py| = |AsPs| = 4 — 3 (2)

1 — 15 = |PyAg| = |PsAy| = 224 — 223 (3)
x3 — xo = |PyAs| = |PsAy| = 224 — 223 (4)

Iz jednadzbi (2) i (3) slijedi z7 + 2o = 2.

Uvrstimo li 1 = 2 — x5 u (2) dobivamo x4 = 21 — 9 + x3 = 225 — 2x9.

Uvrstimo li x4 = 223—2x9 u (4) dobivamo xy = 3x3—214 = x3—4—4x9, tj. x3 = 4—3xs.

Kona¢no, uvr§tavanjem z; = 2 — x5 1 3 = 4 — 325 u (1) dobivamo

2 — Ty —my =5 —2(4—31) + 17, tj. x5 +8wy+7=0.

RjeSenja ove jednadzbe su —11 —7.

1), a tocka A; ima koordinate
9 —1)% = 80.

Ako je 3 = —1, onda to¢ka Ay ima koordinate (—
(3,9). Tada je povrsina kvadrata |AB|? = (3 + 1)?

1,
it
Ako je xo = —7, onda tocka A, ima koordinate (—7,
(9,81). Tada je povrsina kvadrata |[AB|?> = (9 + 7)% +

a tocka A; ima koordinate

9),
1 — 49)2 = 1280.

49
(8
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Zadatak A-4.3.

Neka je n prirodni broj i neka su ag, aq, ..., as, € <—g, g> realni brojevi takvi da je
tga, =2"" za k=0,1,...,2n.

Izra¢unaj zbroj ag + a; + - - - + asy,.

Rjesenje.
o . ken 1 1
Primijetimo da je tgay = 2" = = zak=0,1,...,n—1. 1 bod
2(@2n—k)—n tg 9y
ZapiSimo trazeni zbroj na sljede¢i nacin
ag+ay + -+ ag, = (ag + agy) + (a1 + agy—1) + -+ (a1 + apy1) + ay. 2 boda
Bududi da je tgay > 0 vrijedi a, > 0, tj. a; € (0,2) zak=0,1,...,2n. 1 bod
Uocimo da za z,y € (0, §) za koje je tgxtgy = 1 vrijedi x +y = 7. 1 bod
Naime,
t L t t <7T )
= — = C xr = — — X
gy tg g g 5 )
a kako su z i y u intervalu (0, §) vrijedi y = § — x, odnosno  +y = %i. 2 boda
Zato vrijedi ay + azp,p = 5 zasve k=0,1,...,n— 1. 1 bod
Buduéi da je tga, = 2"" = 1, vrijedi a,, = 7. 1 bod
Zato je trazena suma jednaka
T ow T
(ap + agy) + (a1 + agp1) + -+ (an_1 + aps1) + ap =n- 5 + 1= (2n + 1)1. 1 bod

T
Napomena: U rjeSenju se koristi sljedec¢a tvrdnja: ako je tgatgb =11 a,b € <O, §>,
onda je a + b= 7.
Ako ucenik tu tvrdnju koristi bez dokaza ili ako je napisao pogreSan argument za tu
tvrdnju, npr. koriste¢i formulu

tga+tgb

tgla+b) = 1—tgatgb

koja se ne moze primijeniti u ovoj situaciji, treba izgubiti 2 boda za taj dio zadatka.

Zadatak A-4.4.

Za prirodan broj kazemo da je zvrkast ako u dekadskom zapisu ima 100 znamenaka i
ako uklanjanjem bilo koje njegove znamenke nastaje 99-znamenkasti broj djeljiv sa 7.

Koliko ima zvrkastih prirodnih brojeva?
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Rjesenje.

Neka je x = Gggags ... a1ag, te neka je x; broj koji je dobiven uklanjanjem znamenke
ag u broju x.

Ako su brojevi xy 1 x4 djeljivi sa 7 i njihova razlika xy,1 — ) je djeljiva sa 7.

Bududi da se brojevi zy i xxy1 razlikuju samo u jednoj znamenci, njihova razlika je
- = 10" (a1 — ax)
Tp — Tey1 = Ap41 — Ak).

No, brojevi 7 i 10 su relativno prosti, pa zaklju¢ujemo da 7 dijeli axy1 — ak, tj. agyq i
ay daju isti ostatak pri dijeljenju sa 7 za sve k =0,1,...,98.

Zaklju¢ujemo da je broj x zvrkast samo ako mu sve znamenke daju isti ostatak pri
dijeljenju sa 7.

Svaki 100-znamenkasti broj kojem su sve znamenke 0 ili 7 je ocito zvrkast.
Neka je p broj koji se sastoji od 99 jedinica, tj.

10" -1

111
p 9

Brojevi 10" zan = 1,2, ... redom pri dijeljenju sa 7 daju ostatke 3,2,6,4,5,1,3,2,...
koji se periodi¢no ponavljaju s periodom 6. Zato broj 10% daje isti ostatak pri dijeljenju
sa 7 kao 103, tj. ostatak 6. Dakle, 10 — 1 daje ostatak 5, pa p nije djeljiv sa 7.

To povlaci i da za k = 2,3,4,5,6 broj k - p nije djeljiv sa 7.

Za k = 1,2, neka je Sy skup svih 99-znamenkastih brojeva kojima sve znamenke daju
ostatak £ pri dijeljenju sa 7.

Razlika bilo koja dva elementa x,y € S je djeljiva sa 7. Buduéi da p i 2p nisu djeljivi
sa 7, nijedan element skupa .57 ili So nije djeljiv sa 7.

Zakljuc¢ujemo da je broj x = Gggagg ... a1ag zvrkast ako i samo ako mu sve znamenke
daju ostatak 0 pri dijeljenju sa 7, tj. ako je a; € {0, 7} za sve indekse i.

Znamenka agg ne smije biti nula jer inace x ne bi bio 100-znamenkasti broj, a ni agg ne

smije biti nula jer x99 ne bi bio 99-znamenkasti broj.

Budué¢i da za sve preostale znamenke ay, ..., ag; imamo dvije mogucénosti (0 ili 7),
ukupan broj zvrkastih brojeva je 2%.

Zadatak A-4.5.

Ukrug je poredano kona¢no mnogo realnih brojeva. Svaki broj je obojan u crveno,
bijelo ili plavo. Svaki crveni broj dvaput je manji od zbroja dvaju njemu susjednih
brojeva, svaki bijeli broj jednak je zbroju dvaju njemu susjednih brojeva, a svaki plavi
broj je dvaput veéi od zbroja dvaju njemu susjednih brojeva. Neka je b zbroj svih
bijelih brojeva, a p zbroj svih plavih brojeva, pri ¢emu su oba zbroja razli¢ita od 0.

Odredi omjer %
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Rjesenje.

Neka su redom 1, x5, ..., x, zadani brojevi. Radi jednostavnijeg zapisa oznacimo
Tpi1 = X1 121 = x,.

Neka je ¢ zbroj svih crvenih brojeva, a S = ¢+ b+ p zbroj svih brojeva.

Ako je x; crveni broj, onda je x;_1 + ;11 = 2x;.

Ako je x; bijeli broj, onda je z;_1 + ;11 = x;.

Ako je x; crveni broj, onda je x; 1 + x;41 = %xz

Ovako smo uvjete iz zadatka napisali kao jednakosti koje povezuje tri uzastopna broja.

Promotrimo zbroj svih tih jednakosti.

Zbrojimo li sve ove jednakosti (zai = 1,2,...,n) s desne strane jednakosti ¢emo dobiti
1
2c+ b+ 5]7,

dok ¢emo s lijeve strane dobiti

Z$i_1 + ZZL'H_l =25 = 2c + 2b—|— 2p
i=1 =1

Dakle, 2¢ + 2b + 2p = 2c + b+ Lp,

tj. 2= —3.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2015.
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