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Sadrzaj:
1. U svom izlaganju ¢ | nekoliko zanimljivih
matematiCkih tema 0]6 su bile u fokusu paznje
matematiCara u antic pOg bogatstva sadrzaja 1
zbog svoje ljepote 1 danas privlace pozornost

2. Posebno mjesto zauzima dio u kojem ¢u pokazati kako
se i1zvode geometrijske konstrukcije, kod kojih se



U matematici arbelos je lik Arbelos je koZarski no?
.

omeden trima polukruznicama
koje sg_dodiruju I Imaju

kolinearna sredista.
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Museum of Fine, Boston: Amfora nastala oko 500.—490. g. pr. Kr.
Mlada zena lagano zadize haljinu kako bi postolar mogao uzeti
mjere njezinog stopala. U ruci postolara je arbelos.



Arhimed (gr¢. Arhimedes, oko 287. — 212. g. pr. Kr.)
je u Propoziciji 4 u svojoj Knjizi lema dokazao

+slj edecu tvrdnju:
Ako je duzina CD okomita na promjer AB onda je

povrsSina kruznice €11 je promjer CD jednaka povrSini
arbelosa.
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Dokaz Arhimedove propozicije

1 1 1
Pa = §R27T — §T%7T — 57"37’( =

1
5 [(r1 + ro)*m — Tim — 7"37‘(’] =

1
5 (7"%71' + 2ryrom + 7"%71' — 7“%71' — ?"%71')

Pa = T1roT
Euklidov poucak : |CD|* = |AC| - |BC| = 4rrs
1

2
1 1
Pk = (§|CD|) m = Z|CD|2W = Z . 47“1’1“27T = MTroT Pk — TI"1rom



U arbelosu ¢emo naci sve Cetiri sredine: kvadratnu, aritmeticku,
geometrijsku 1 harmonijsku sredinu. Sa slike je ocigledno da
vrijede poznati odnosi izmedu tih sredina:

d > K(d,d) > A(d,d,) > G(d,d) > H(d,d) >d,

£ 1. |CE| = \/d%;dg — K(dy, db)
218D = R = % _ 4(dy. d)
Um_wﬁﬁj G(dy,dy)
............................................... 4. |DF] = - = H(dy,d>)

. 1 1
A d, S ¢ 4 B =+

do



Primjenom Pitagorinog poucka na pravokutni trokut CES slijedi:
ICE| = |[ES| + |SC| =R +(2r—-R)" = (r+r)" + (r-r)’

—orzp 2 =00 L ICE|= K(d,d).
| 2
E

D

Iz sli¢nosti trokuta
CDF 1 SDC slijedi:

____________________ |DF|_|CD|
F—" S ST ! CD|~|SD|
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Pravac EF je zajedniCka tangenta manjih polukruznica.
Cetverokut ECFD je pravokutnik.
Tangenta sijeCe duzinu CD u njezinom polovistu.

Kruznica ¢iji je promjer duzina CD prolazi to¢kama E i F.
Polumjer SD velike polukruznice, okomit je na tangentu t.



(Arhimedovi blizanci, magi¢ne kruznice)

Dvije kruznice koje diraju dva luka arbelosa, veliki iznutra |
jedan manji s vanjske strane, te pravac CD imaju jednake

polumjere. Njihov polumjer je r = rerz




SE|=R-2r,—r=r—r,—r
SA=R—-r=r+r,—r

SE
SA

=r—r

=r+r

ASEA = ‘AE‘Z:(rlJrr)z—(rl_r)2
ASEA = ‘AE‘Z=(rl+r2—r)2—(r1—r2—r)2

(r1+r2—r)2—(r1—r2—r)2:(r1+r) —(rl—l’)2 — rZLF\_)rZ_



DOVIH KRUZNICA
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KONSTRUKCIJA ARHIM




Polumjer Arhimedovih kruznica jednak je polovici
harmonijske sredine polumjera manjih lukova arbelosa.




It + 1= (I +V,)77=R7x - duljina velike polukruznice jednaka
je zbroju duljina manjih polukruznica.

+Oa= 2Rz P =rrxz

Omjer povrsine 1 opsega arbelosa
jednak je polovini radijusa
Arhimedove kruznice.




VIR 1

kozu arbelosom. Na zidu je joS
jedan arbelos, Cekic 1 cipele,...

Arbelos nije izguBio svoju vrijehos kao alat, ni
u srednjem vijeku, pa ¢ak ni u moderno doba.
All m1 zanimanje matematicara. ..




Nakon 2200 godina Arhimedove kruznice su
potakle velik interes za proucavanje arbelosa.

L_eon Bankoff (1908.-1997. americki stomatolog |

Jrmatematiéar amater), 1974. godine otkriva tre¢u

Arhimedovu kruznicu.

D




Uskoro Bankoff otkriva ¢etvrtu Arhimedovu kruznicu.
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Clayton Dodge otkriva petu Arhimedovu kruznicu.
Ubrzo 1za toga pronasao je joS 10 Arhimedovih
kruznica.

. .



7Bankoff_Dodge.ggb

Tri kruznice koje je otkrio Dodge i Arhimedove blizance
povezuje zanimljivo svojstvo:

Zajednic¢ka tangenta polukruznice K i Arhimedove kruznice @,
prolazi kroz to¢ku B. Zajednicka tangenta polukruznice K, i
Arhimedove kruZnice &, prolazi kroz srediste kruZnice K.

_|_




Frank Power je 1998. 1 2005. godine otkrio Cetir1
Arhimedove kruznice.

_'_




 Peter Y. Woo (americki matematicar, profesor na Sveucilistu
Biola) je 1999. 1 2001. godine pronasao beskona¢no mnogo
Arhimedovih kruZnica sa srediStima na Schochovom pravcu.

» Zvonko Cerin 2004. godine objavljuje rad o zlatnom rezu u
arbelosu.

 Paul Yiu (americki matematicar, profesor na Sveucilistu u
Floridi), 2005. godine objavljuje ¢lanak o novim kruznicama.

* Floor Van Lamoen (nizozemski matematicar) objavljuje 2006.

12007. godine ¢lanke u kojima navodi niz novih Arhimedovih
kruznica.

* Hiroshi Okumura 1 Masayuki Watanabe (japanski
matematicari, profesori na Maebashi Institute of Technology
u Clancima objavljenim 2004. 1 2006. godine, generalizacijom
postojecih Arhimedovih kruznica, otkrivaju nizove novih
kruznica.



Arbelos u umjetnosti - goticki (gotski) luk.




Arbelos Ce 1 dalje privlaciti pozornost profesionalnih
matematiCara 1 amatera, zaljubljenika u matematiku.

Apstraktna skulptura oblika arbelosa u Nizozemskoj.



ZLATNI REZ | ARBELOS

Neka su nad stranicama trokuta ABC konstruirana tri arbelosa |
neka su A, B 1 C sredista “desnih” Arhimedovih kruZnica
arbelosa nad stranicama BC, AC i AB. Tocke E, F i D dijele
stranice BC, AC I AB u zlatnom omjeru ako i samo ako su
trokuti ABC I ABC, ortogonalni, tJ.

ako se okomice spustene
1z vrhova A, B i C,

na stranice
BC, ACi AB,

sijeku u jednoj

tocki S.




Grcki povjesnicar 1 pisac Herodot (484. — 424. g. pr. Kr.)

e -

tijekom boravka u Egiptu oko
440. g. pr. Kr. iz razgovora sa
svecenicima 1z Heliopolisa
(sjeveroistocni dio danaSnjeg
Kaira) saznao je | zapisao:
,Jedan egipatski svecenik
govoreci o obliku Keopsove
piramide spomenuo mi je da
Je kvadrat nad njezinom
visinom jednak povrsini
bocnog trokuta.”



Na osnovu Herodotovog zapisa mozemo postaviti
sljedeci zadatak:

Pravilna uspravna Cetverostrana piramida ima osnovni brid

duljine a. Kvdrat njezine visine jednak je povrsini pobocke.
a) Odredi duljinu visine pobocke
b) Odredi duljinu visine piramide
c) Odredi duljinu bo¢nog brida

d) Odredi kut Sto ga sa ravninom
osnovke zatvaraju bocni bridovi

e) Odredi kut Sto ga sa ravninom
osnovke zatvaraju pobocke.
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¢=J52+1=1.618033989...

RjeSenja:

a) V,=5¢


piramida.ggb

Herodotovu tvrdnju mozemo zapisati ovako:

vzzgva.
T : :
w3 = vi{g]-3v = wgu-§ -

Pozitivno rjeSenje ove kvadratne jednadzbe je V, = %(0

V,_ .
g_%ﬂ_%

Omjer visine pobocke i
polovine osnovnog brida
jednak je zlatnom rezu.




Je 11 svecCenik 1z Heliopolisa govorio 1stinu?

MINISTRY OF FINANCE, EGYPT.

Survey of Egypt.

Determination of the Exact
Size and Orientation of the
Great Pyramid of Giza.

By

J. H. COLE B.A., (Cantab) F.R.G.S
T nspector, Computation Office.

SURVEY OF EQYPT PAPER No, 30.

Government Press, Cairo, 1925.

the G N MEST 1058 OFrick, Mioistry of Finance
(Duwiwin .0.), Cain
Price - - - - - . . P.T. 10.
7N

Prva stranica Coleove studije

Britanski topograf J. H. Cole,
utemeljitelj] modernog sustava
triangulacije u Egiptu, je sa
svojim geodetskim timom izvodio
viSegodiSnja opseZna mjerenja
\elikih piramida u Gizi. Nakon
dovrSenja tog ogromnog posla,
objavio je u Kairu 1925. godine
u svome radu ,, Survey of Egypt,
Paper No. 397, rezultate od kojih
se jedan mali dio nalazi u tablici
koja slijedi.



Da 1i je svecenik iz Heliopolisa govorio istinu?

VeliCina

Podaci koje je
mjerenjem dobio

Rezultati koji
proizlaze iz

J. H. Cole Herodotovog zapisa

a — duljina osnovnog | 230.36 m+0.02m

brida
v —visina piramide 146.72m=+0.22m

V, — visina pobocke [186.53m=+ 0.02m

= 1.6194545 »=1.6180339...

2

a — kut 1zmedu 51°52' 00"+2" o =51°49' 38"

pobocke 1 baze




Staroegipatski artefakti sa zlatnim rezom

Mnoge studije povjesnicara umjetnosti ukazuju na to da su
star1 EgipCani osim u gradevinarstvu, koristili zlatni rez u
_l_slikarstvu | Kiparstvu.
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Zlatni rezovi u proporcijama egipatskih likova.



Je li zlatni rez iz umjetnosti dosSao
u matematiku ili obratno?

Parthenon, Athen ==
=~ ¢
I
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T rremeewe—a®  |kin (Iktinos),

Kalikrat (Callicrates)
Fidija (Pheidias):
Partenon (Djevicin hram)
448. - 438. g. pr. Kr.



//upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/8/89/Parthenon.at.Nashville.Tenenssee.01.jpg

D C Propozicija 11. iz 1l. knjige
Euklidovih ,, Elemenata “ glasi:
,»Danu duzinu podijeliti tako da

X pravokutnik obuhvacen cijelom
T ax B duzinom i jednim odsjeckom,
A - ¢ ? bude jednak kvadratu na drugom
odsjecku.
a(a-x)=x’
AT|_1+5_,

a x'+ax-a°’=0 |BT| 2

X = _1J2“ 54

E




Euklidova konstrukcija zlatnog reza
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EUKLIDOVA DEFINICIJA

* U Elementima, knjiga VI. def. 3. Euklid podjelu duzine po

zlatnom rezu naziva ,, ...dijeljenje duzine u krajnjem i srednjem

omjeru” (Qr. axpov kai uéoov Loyov) | ,,neprekidna podjela duzine.’
* FraLuca Pacioli (1446. — 1510.) tiskao u Veneciji 1509. djelo
,,» De divina proportione” koje je imalo veliki utjecaj | nakon kojeg
zlatni rez doZivljava pravu renesansu. U njemu opisuje harmonijska
svojstva 1 . Knjigu
je ilustrirao Leonardo da Vinci.
« Martin Ohm 1835. g. u drugom izdanju udzbenika ,, Die reine
Elementar-Mathematik ” (,, Cista elementarna matematika ) prvi
put koristi termin zlatni rez.
* Oznaku? je 1909. g. predlozio americki matematicar Mark Barr
u Cast slavnom starogrckom kiparu Fidij1 (Phidias, gr. ®ewviog 480.
- 430. g. pr. Kr.). Rjede se za oznaku koristi slovo 7, kao prvo slovo
rijeci Sto znaci rez.

)



Euklidova propozicija interpretirana na suvremenom matematickom
jeziku glasi: Ako duzinu AB njezina tocka T dijeli na dva dijela, tako
da se cijela duzina AB odnosi prema veéem dijelu AT, kao Sto se

taj veci dio AT odnosi prema ostatku BT duzine AB,onda

kazemo da tocka T dijeli duzinu ABu zlatnom rezu.

A T B

C e ©

|AB[:|AT|=|AT[:|BT| = a:x=x:(a—x)

2 N2 . _—l-l-\/g |AT|:1+\/§:
X’+ax-a’=0 = |AT|=x= 5 a BT|” 2 @

|BT|:a—x:a—_1J2r Ea::%_zﬁa




Pravilna petokraka zvijezda - pentagram, koristi se od davnina
pa do danas kao magijski simbol, tajna lozinka, amblem, grb ...
Pitagorejci su ga koristili kao simbol bratstava.

_|_

Mezopotamija
2700. g. pr. Kr.

Y Y Greka 300. g. pr. Kr.

OB
Babilon 900. g. pr. Kr.

Neki autori navode da su nesumjerljive duzine otkrivene pri
proucavanju Svojstava pentagrama i pravilnog peterokuta, tj.
da je prvi otkriveni iracionalni broj upravo zlatni rez.



+Hipas Iz Metaponta, rani pitagorejac
(oko 500. god. pr. Kr.) dolazi do jednog
od najvaznijih otkri¢a u matematici:
dijagonala i stranica kvadrata (pravilnog
peterokuta ???) su nesumjerljive
(inkomensurabilne) duzine.

Jamblih iz Halkide u Kalesiriji

(oko 245. - 325.) - neoplatonist, u svom

,, Zborniku pitagorejskih ucenja ™ je zapisa
,, Hipas se utopio jer je neposvecéenim
odao tajnu bratstva o nesumerljivosti
dijagonale i stranice ... ”




PRED CIM SU PITAGOREJCI USTUKNULI ?

|AF] = |BC| = a

dl — a1 = |FD|

aos — |AF| — |AJ|

as = aj; — do

n  dy—ay = 777 ponovo

razlika dijagonale 1 stranice


14Hipasov_dokaz.ggb

Jednakokracni trokut ¢iji su kutovi 36°.72° 1 72
_onvemo .
Njegova je osnovica sukladna zlatnom rezu kraka.

c AABC ~ ABZA = |CB|:|AB|=|AB|:|BZ

IAB| = |CZ| — |CB|:|0Z| = |0Z| : |ZB|

r:a=(a—2):x = z°4+axr—a" =0

V5 — 1
a
2

r = |AB| = |0Z] =




ZLATNI REZ | KONSTRUKCIJE PRAVILNOG
PETEROKUTA | PRAVILNOG DESETEROKUTA

———————
- -
- S

T S0 = S0 - (7“ — 810)

~ - -

Stranica pravilnog deseterokuta,
jednaka je zlatnom rezu polumjera,
njemu opisane kruznice.

Dijagonale pravilnog peterokuta
sijeku se u tocki koja 1h dijeli u
zlatnom rezu. Zlatni rez
dijagonale jednak je stranici.



Heronova konstrukcija zlatnog reza



















