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KONSTRUKCIJA DRUGOG KORIJENA

Kako sa §to manje lutanja, a na viSe nacina konstruirati duZinu ¢ija je duljina iracionalni broj

Ja u daljnjem tekstu konstrukcija \/E . Radikand a je prirodni broj, no mozZe biti racionalan
1 iracionalan.
Analizirati ¢emo slucajeve u kojima je radikand a manji od 100.

A- Primjena Pitagorina poucka

Ako radikand « mozZemo prikazati u obliku zbroja ili razlike kvadrata dva
prirodna broja, onda se konstrukcijava primjenom Pitagorina poucka odvija u
jednom koraku.

2 2 .7 2 2
a=m —-n" ili a=m +n", ammneN

Je 11 moguce svaki prirodni broj prikazati u obliku zbroja ili razlike kvadrata dva
prirodna broja, tj. je i moguée konstruirati svaku duZinu duljine a
primjenjujuci Pitagorin poucak samo u jednom koraku?

Ako nije moguce, za koje brojeve 1 kako tece konstrukcija?

Strategija.

Podijelimo li skup svih prirodnih brojeva na Cetiri disjunktna skupa po kriteriju
djeljivosti, imamo:

Skup prostih brojeva: {2,3,5,7,11,13,... }
Skup sloZenih neparnih brojeva: {15,21,27,33,35,... }
Skup prirodnih brojeva djeljivih s 4:  {8,12,20,24,28,... }

Skup prirodnih brojeva ¢iji rastav ima jedan faktor 2: {6,10,14,18,22,26,... }



Konstrukcija Vo kad je a neparan broj

Razlikujemo dva slucaja:
1. radikand je prost broj
2. radikand je sloZen broj.

Svaki neparni prirodni broj mozemo prikazati kao razliku kvadrata dva

uzastopna prirodna broja.

n 1 n+1 su dva uzastopna prirodna broja

Vrijedi:

(n+1)2—n2 =n’+2n+1-n*=2n+1

Kako je 2n+1=n+n+1, odnosno svaki neparni prirodni broj jednak je zbroju dva

uzastopna prirodna broja.

Konstrukcija /11

n+1 11=5+6
\2n+1 Vi1 =6* -5°
]
n
Radikand je prost broj

Kako prosti brojevi imaju samo dva djelitelja, kao razliku kvadrata dva prirodna
broja, moZemo ih prikazati na samo jedan nacin.

p — prost broj
p=p -1
p:az b?

p=(a+b)(a-b)

a+b=p

a-b=1

_ p+1 b= p—1
2 2

Neke proste brojeve moZemo prikazati i u obliku zbroja kvadrata dva prirodna

broja.

Konstrukcija /13

13+1
a=——

=7
2
p=13"1_¢
2

E




Konstrukcija J17 Konstrukcija Jel

T
1
&

4

Radikand je sloZen neparan broj

Slozene neparne brojeve mozemo prikazati u obliku razlike kvadrata dva
prirodna broja na barem dva nacina.

2n+1 =(2n+1)-1 1’
=pq 2°
=TS 3°
1’ a’-b’=2n+1 2" (a+b)(a-b)=pq 3" (atb)(a-b)=r-s
(a+b)(a-b)=2n+1
a+b=2n+1 a+b=p a+b=r
a-b=1 a-b=q a-b=s
a:2n+2=n+1 a:p_+q a=r+s
2 2
b=2n—1:n_1 b=L"1 b=22

2 2 2



Primjer: Konstrukcija /45

45=45-1 1° a+b=45 2" a+b=15 3" a+b=9

=15-3 a-b =1 a-b =3 a-b =5

=9-5 a=23 a=9 a=7

b=22 b=6 b=2
Slika 1.
23
a5
22
Slika 2. Slika 3.
9
{45 {75 7
O

6

2

Broj 45 mozemo prikazati 1 kao zbroj kvadrata dva prirodna broja.

J45 =/6> + 3




Konstrukcija Vo kad je radikand paran broj
Opet razlikujemo dva slucaja:

1. Radikand je djeljiv s 4

2. Radikand u svom rastavu ima jedan faktor 2

U prvom slucaju broj je oblika 4n, ne N .
Svaki takav broj mozemo prikazati u obliku razlike kvadrata dva prirodna broja.

4n=2n-2
4n=a’-b’
=(a+b)(a-b
(a+b)(a-b) N+ -
a+b=2n
a-b=2
a=n+1 — =]
b=n-1
Primjer: Konstrukcija 12
12=6-2 4n=12
n=3 4
a+b=6 n+1=4 {12
a-b=2 n-1=2
a=4
b=2 2
Primjer: Konstrukcija +/96
96=48-2 1° a+b=48 2° a+b=24 3° a+b=12 4° a+b=16
=24.4 a-b=2 a-b=4 a-b=8 a-b=6
=6-16 b=23 b=10 b=2 a=11
=12-8 a=25 a=14 a=10 b=5

Broj nacina na koji se 4n moZe prikazati kao razlika kvadrata dva prirodna broja
ovisi o broju prim faktora 2. Ako u rastavu broja ima n faktora 2, onda taj broj
mozemo prikazati kao razliku kvadrata dva prirodna broja na n-1 nacin.



Broj 44 — 2 prim faktora 2 — 1 nacin

Broj 56 - 3 prim faktora 2 - 2 nacina
Broj 8o -4 prim faktora 2 — 3 naCina
Broj 96 — 5 prim faktora 2 — 4 nacina

Broj 4n moZemo prikazati kao razliku kvadrata dva prirodna broja akosuaib
iste parnosti

1° a1ib su parni 2° a1ib suneparni

a=2p a:2p+1

b=2q b=2q+1
4n=(2p)*-(2q)° 4n=2p+1)°- (2q+1)°

=4p°-4q° =4p* +4p+1-4q°-4qg-1

=4p’ +4p-4q°-4q
Konstrukcija+/20 Konstrukcija /56
20=6°-4 56=9%-5°
4
& 3

9

Prikaz broja 4n kao zbroj kvadrata dva prirodna broja.

1° aib suparni . 2° a1b suneparni
a=2p a=2p+1
b=2q b=2g+1
4n=a’+b? 4n=(2p+1)*+(2q+1)°? {52
4n=(2p)’ +(2q)* 4n=4p> +4p+1+4q°> +4q+1
4n=4p’+4q° 4n=4p* +4p+4q°+4q+2
Kao zbroj kvadrata 4n mozemo prikazati
samo ako su a1 b parni. .




Radikand u rastavu ima samo jedan faktor 2

To su brojevi oblika 2n, gdje je broj n neparan broj.

2n=2n-1 i 2n=n=2
2n=a’-b? a-b=2
a+b=n
2n=(a+b)(a-b) a=" ; 2¢N
a+b=2n p=""2 ¢ N
a-b=1
a= 2n+1 :n+l=n+0.5
2 2
b= 2n-1 =n—l:n—0.5
2 2
Primjer:
e
34=34.1 1li 34=17-2
a+b=34 a+b=17 9.5
a-b=1 a-b=2
a—ﬁ =17.5 a—%:95
b=>216.5 b—g:75

7.5

Takve brojeve ne moZemo prikazati u obliku razlike kvadrata dva prirodna
broja, ali moZemo u obliku kvadrata dva decimalna broja.

Iz navedenih jednakosti:

2p)’ +(29)* =4p> +44°

(2p)’ —(29)* =4p* —4q

Q2p+1)° —(2q+1)2 =4p? +4p—4q2 —4q
Qp+1)°+Q2q+1)° =4p>+4p+4q° +4g+2



proizlazi da broj 2n moZemo prikazati jedino u obliku kvadrata zbroja dva
neparna prirodna broja.

To su brojevi : 2, 10, 18, 26, 34, 50, 58, 74, 82, 90, 98, ...
Mozemo ih zapisati u obliku 4k+2.ke N, (izuzetak su brojevi 42 1 66)

Brojevi: 6, 14, 22, 30, 38, 46, 54, 62, 70, 78, 86, 94, ..., imaju oblik
8k+6, ke N, 1 ne mogu se prikazati niti u obliku zbroja niti u obliku razlike
kvadrata dva prirodna broja.

Konstrukcija +2n
Prvi nacin:

Jedan od nacina je da se u prvom koraku konstruira v2rn—-1 kao jedna od kateta,
a za drugu katetu uzima se broj 1, pa je hipotenuza tog trokuta +2x .

Dokaz:
Slika:
B |BC[ =n* —(n-1y
=n’—n"+2n-1
N =2n-1
Jon [ Nn-T |BC|=~/2n—-1
BD[ =(J2n—1) +1*
S é — N |BD[ =2n—1+1=2n
|BD|=+/2n
Konstrukcija v/6 Konstrukcija /22




Drugi nacin:

Drugi na¢in konstrukcije ~/2x je taj da se u prvom koraku konstruira pravokutni
trokut s katetom </, a zatim jednakokra¢ni pravokutni trokut s katetama /n.

Tada je njegova hipotenuza ~/2n.

UCBD
|BC[ =|BD[" ~|DC
n+l n—1

sl =G -

|BCF:n
|BC|=/n

ABC

|AB|" =|BC|" +|AC|’

|4B[" = W) + ()’ D
|AB|=+/2n
Primjeri:
Konstrukcija ~/22
; =
il
i
5 ik}

Konstrukcija +/30

10



Treci nacin:

Radikand 2n prikazujemo kao razliku kvadrata dva decimalna broja.

2n=(n+0.5)" - (n-0.5)"
Primjer:
Konstrukcija +/30:

30=30-1 1° a+b=30
:15 2 a—b:I
=10-3 a=15.5
6.5 W
O
3.5

7

a+b=15 3° a+b=10 4" a+b=6
a-b=2 a-b=3 a-b=5
a=8.5 a=6.5 a=5.5
b=6.5 b=3.5 b=0.5
8.5
\30
m!
6.5

Iz dosadasnje analize vidljivo je da se svaki prirodni broj moze prikazati kao
razlika kvadrata dva prirodna broja ili dva decimalna broja.

Konstrukcija v/n

2 2
a—-b"=n

(a+b)(a-b)=n-1
a+b=n
a-b=1

a=n+1 b=n—1
2 2

35
1l S AW
1 1.5 2 25

11



Cetvrti naéin:
Konstrukcijom pravokutnog trokuta kome je zbroj kvadrata nad katetama /2n

Konstrukcija J22

V22 =12 +(21)
= (2)2 +(20)
= (J3)* +(J19)?
=22+ (/18)?
=5y +(17)?

= W11 +(11)?

Peti nacin:

Konstrukcijom pravokutnog trokuta kome je razlika kvadrata nad hipotenuzom 1
kvadrata nad jednom katetom /2n

Konstrukcija J22

V22 =(/23) -1
= (J24) - (2)?
= (V25) - (\/3)*
= (26)* - 2?
=(27)* - (\5)
= (+/28)’ - (/6)’

U petom nacinu koristimo 1 Talesov poucak o obodnom kutu.

12



B - Primjena Euklidovog poucka

C DAC’CUIC'BC
|cc’|:|AC|=|C’B|:|c’C
vip=q:v

b a v2=pq
v v=4/pq
-
A P c q B

Iz sli¢nosti trokuta AC’C i trokuta C'BC visina v=,/pq .

Kako svaki prirodni broj mozemo prikazati kao umnoZzak dva broja primjenom
Euklidovog pouc¢ka, moZemo konstruirati va , ae N .

Konstrukcija vn

D
I
. :
A 1 C n B
Konstrukcija /15
15=35
|AC|=3 D
|CB|=5
lcD| =15
\T5
-
A 3 ¢ > B

13



Konstrukcija /24

24 =1.24

=2-12

=3-8

=4.6

{24
// ul
4 6
24
ul
3 8

Radikand je decimalan broj

Konstrukcija v23.4

a)

23.4=23.41 a+b=9

=7.83 a-b=2.6 5.8

=3.9.6 32

=2.69 a=5.8

iéll.l5-75.22 b=3.2 1

B 23 4
a) Primjenom Pitagorina poucka: b)

\23.4=+/5.8°-3.2°
b) Primjenom Euklidova poucka

V23.4=152-45

5.2 |

14



Konstrukcija Vn, 2<n<99 primjenom Euklidova poucka

/,/

/F\
T S
=

15



C - Primjena Pitagorina, Euklidova i Talesovog poucka

Konstrukcija V28 cm

Pitagora /28 =8 —6° Euklid 28 =47
—_
3 28
J28
] :
6 4 7
Pitagora — Pitagora Euklid-Pitagora
V24 =51 V27 =43-9
V28 =4/(y24)* +2° J28 =27y + 1
27
{28, &
\28
&4 \S
1 1
3 9
2 1
Pitagora- Pitagora-Tales Euklid — Tales - Pitagora
J32=4/48
V28 =(/32)> =22
N 2
32
28
4 8

16



D - Konstrukcija duZina duljina a2 i a3

Konstrukcija 3.7+/2 cm

a) Talesov poucak o proporcionalnim duZinama

/

1:42=37:372
b) Pitagorin poucak
Q
/\
ks 3.7
.
3.7
V3774377 =237 =372
¢) Euklidov poucak
3.2
P7-37-2)=372
3.7 = 7.4

17



Najbrza konstrukcija 3 i a3

Dokaz: 1. nacin 2. nacin

Trokut ABC- jednakostranican trokut Trokut ABC- jednakostrani¢an
a=1 trokut, a=1
Trokut ABD- jednakostranican trokut Nacrtamo kruznicu k(B, 1)
-osnosimetri¢na slika trokuta ABC Nacrtamo promjer AD i
CC' - visina trokuta ABC tetivu CD
1 .. .. T y , Cev ..
‘CC" :5\/— - duljina visine CC’ Tocka C’ - noziSte visine
|cD|= Z‘CC" =3 U trokutu €C’D vrijedi:
Tocka B — srediste kruZnice polumjera 1 \pC|” =|DC +|ccT
2 3., \/g 2
DC| =2 +(=
D[ =7+
4 4
|DC|=+/3

18



Konstrukcija a+/3
Konstruira se kruznica polumjera a (dovoljan je kruzni luk veci od tre¢ine
kruZnice), a zatim se taj polumjer nanese dva puta na kruZnicu.

Spojnica podetne i zavrine tocke je tetiva duljine a+/3.

Konstrukcija 4.1+/3 cm

o 4.3 d
E-Dodatak

Jo$ neke konstrukcije primjenom Euklidova poucka

Konstrukcija bv/a cm D

ba =~lb*a =\b-ba
|AC|=b

|Cﬂ=ba

|AB|=b+ab

|AS| =|SB| =|SD|-polumjer r
r=b+ab ab—b

5=

ab—-b B
Primjenom Pitagorina poucka A b c LS ba

na trokut CSD slijedi:
b+ab ba—b
D2= 2 2
|CD|" = ( > )= ( > ) D
o[ =|sp|" -|cpf
|CD| *=b*a

IcD| =bva

|AD[ =|Ac[ +|cD[ bfa

|AD|" =b* +(ba)?
|AD|" =b*(a+1) N
A =h o+ 1 A b C s B

19



Konstrukcija 5v2 i 53

D

5N2

Jedna spirala drugog korijena:

20



Konstrukcija zbroja 3.4+/3+2.3v/2 irazlike3.4v/3-2.342

|AC|=3.4

ICB|=3-3.4 IDG|=3.43+2.32
ICD|=3.4\3 |HD|=3.4v3-2.3V2
|EC|=23

|CF|=2-23

ICG|=|CH|=2.3V2

Konstrukcija 42+ \/—
2
\3
—
3

.

21



PridruZivanje iracionalnih brojeva tockama brojevnog pravca primjenom
Pitagorina poucka.

22



PridruZivanje iracionalnih brojeva tockama brojevnog pravca primjenom
Euklidova poucka.

4 3NEATAEAE 2 AT AT -1 0 17 B 2B VETE 3 4

23



Broj iracionalnih brojeva /u ,ac N ako je n< Ja<n+1, nenN

Koliko ima iracionalnih brojeva kojima je radikand a prirodni broj, a dekadska
vrijednost tog iracionalnog broja iznosi m?
U stvari traZimo koliko ima prirodnih brojeva izmedu kvadrata dva susjedna

broja.

> o w2z s o oas A

170 18 N19 \20 W21 22 \23 24

n<+a<n+l

n*<a<(n+1)?

m=m+1)>—n*-1

m=n*+2n+1-n"-1

m=2n

Primjer: Koliko ima iracionalnih brojeva kojima je radikand prirodni broj, a ¢ija
dekadska vrijednost iznosi 77

To su prirodni brojevi izmedu 7° 1 8°.

n=7 To su brojevi :

MR 505253 54 55,5657, 458 /59 B0 V6.2 NS,

24



Konstrukcija jednakokracnog trokuta s unutarnjim kutovima
72°,72°, 36" kome osnovica iznosi 5cm

aABD ~AaADC

|BD|: |4B|=|4B|:|BC]|
x:(b-x)=(b-x):b
bx =b* + x> - 2bx
b*-3bx+x* =0

_3x+\/9x2—4x2

2
_x(3+45)
2

b

b

b-x=a
x=b-a

_(b-a)3+\5)

b

2
2b=3b+bJ5-3a-ar5

b(5+1)= (5 +3)a E
Jg+1

a_
b

Jg+3

A 'B D
1AL} =Som

Rjesenje: [JADE

25



Konstrukcija va gdje je a jedan od Fibonaccijevih brojeva

Fibonaccijevi brojevi: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,...
Ako je radikand jedan od Fibonaccijevih brojeva mozemo ga prikazati u obliku
zbroja ili razlike kvadrata dva Fibonaccijeva broja.

J2 NE) J5 J8 J13 J21 V34 Js5 J89
VE+12 | V222 [ V2242 | 3= | 32422 | 5222 | 52 +32 | Af82 =32 | /82 +5°

Konstrukcija 42

26




Uzastopno korjenovanje

Konstrukcija /2

Uzastopnim korjenovanjem /a , a >0 vrijednost ¢/a pribliZzava se nuli ako je
O<a<1, odnosno broju 1 ako je I<n<e.

Da bi cjelobrojna vrijednost &/ bila 1,onda je broj uzastopnih korjenovanja:

za: Broj uzastopnih korjenovanja
2<a<4 1l1 2'<a<?2? 1

4<a<l6 2°<a<?2t 2

16<a <256 2'<a<?2 3

256 <a < 65536 2°<a<2'" 4

65536 < a < 4294967296 29 <a<2” 5

27



Konstrukcija jedini¢ne duZine ako je poznata duZina duljine v»

Ako je zadana duZina duljine +/2 onda se konstruira jednakokraéni pravokutni
trokut s hipotenuzom +/2 . Kateta je 1.

U ostalim sluc¢ajevima konstruiramo pomo¢ni trokut proizvoljno odabrane
jedini¢ne duZine, sli¢an trokutu kome je jedna stranica zadana duZina duljine/n .
Zatim jednu od stranica s cjelobrojnom jedinicnom duzinom duljine m
podijelimo na m jednakih dijelova.

m-ti dio je traZeno rjesenje.

Zadano je:

28



