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Predavanje za mentore ucenika-natjecatelja srednjih Skola

POTENCUAL JEDNOG ZADATKA

Cesto se pri rjesavanju geometrijskin zadataka naglasak stavlja na samo odredivanje
traZzenog rjeSenja te se nizu sli¢ni zadaci u svrhu uvjezbavanja odredenih sadrzaja. Umjesto
da se, kada je jedan zadatak vec rijeSen, sagledavaju i druge moguénosti istog zadatka, kao i
zadavanje tog zadatka na opcenitijoj razini kako bi crpili Sto vise njegovih potencijala, a
geometrijska znanja povezivali u funkcionalnu cjelinu. Tako na primjer, ako se rjeSava
zadatak vezan za jednakostrani¢ni trokut, korisnije je razmatrati pod kakvim uvjetima bi
tvrdnja vrijedila za druge vrste trokuta ili uopce ne bi vrijedila nego rijesiti nekoliko sli¢nih
zadataka.

Kao alat u rjeSavanju nekoliko zadataka i njihovom viSestrukom iscrpljivanju koristit ¢e se
neki teoremi o proporcionalnim duzinama i njihovi obrati:

Teorem 1 (O paralelnom projiciranju) : Ako tri ili viSe paralelnih pravaca na nekom pravcu t
(presjecnici) odsijecaju dvije ili viSe duzZina, tada ¢e svaka druga presjecnica tih paralelnih
pravaca sadrZavati duZine za koje vrijedi: omjer duZina na novoj presjecnici jednak je omjeru
odgovarajucih duZina na prvoj presjecnici. (Paralelno projiciranje ¢uva omjer duzina.)

Ako je |CD| =k -|AB| tada je
|C'D'| =k - |A'B'|

|C"D"| =k - |A"B"|, itd.

Teorem 2 (Talesov teorem o proporcionalnim duZinama): Neka su p i p’ dva razlicita pravca
ravnine, koja su presje¢ena paralelnim pravcima a, b i c tako da je pna=1{A},pnb =1{B},

pnc=1{C},p'mna={A"}, p'nb=1{B"} i p'mc=1{C'}. Tada vrijedi:



|AB|  |A'B| lABl  IBC
— =1 —y,0dnosno——— = ——.
IBc| [B'C| A'B

Drugim rijeCima, pralelni pravci a, b i c na

pravcima p i p’ odsjecaju proporcionalne

c
/A /B / duzine.
a b c

Poseban slucaj ovog teorema je Talesov poucak o proporcionalnosti u pramenu pravaca:

Teorem 3: Neka su p i p’ dva pravca ravnine koja se sijeku u tocki O. Ako su oni presjeceni

paralelnim pravcima a i b tako daje pna=1{A}, pnb=1{B}, p'na=1{A"l i p'nb=1{B"},

tada vrijedi:
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Kada govorimo o pravcima koji se sjeku tada se moze promatrati i kut koji je odreden
polupravcima tih pravaca s pocetnom tocko O, koja je ujedno i vrh kuta. Zato se Cesto u
literaturi, posebno u udzbenicima iz matematike za osnovnu i srednju Skolu, Teorem 2
navodi u sljede¢em obliku: Paralelni pravci a i b na krakovima kuta /pOp' odsjecaju

proporcionalne duzine, tj. vrijedi (1), (2) i (3).

Na temelju tvrdnji iskazanih u prethodnim teoremima, vrSimo podijelu zadane duZine na
odredeni broj jednakih djelova.

Obrat Talesovog teorema o proporcionalnim duzinama: Neka su p i p’ dva razli¢ita pravca
ravnine. Odaberimo na pravcu p tocke A, B, C, a na pravcu p’ tocke A’, B’ i C’ tako da vrijedi:
|ABl |A'B| |ABl  IBC
T =1y, odnosno —— =——1.
Bcl [B'C'l A'B'| [B'C|

proporcionalnih duZina paralelni.

Tada su pravci odredeni krajnjim tockama



Na primjeru sa slike, gdje je |AB|=2=|A"B", a

IBCl=4 =|B'C'| vidimo da obrat postavljen na

- ovaj nacin, opéenito ne vrijedi.

No, ako uzmemo pravce p i p’ koji

se sijeku u tocki O te o
proporcionalne duZzine biramo __'_'_'_'_'_'_';:::

pocevsi od tocke sjecista, tada ce A'\
pravci odredeni krajnjim tockama B

proporcionalnih duZina biti
paralelni.

Na temelju prethodno opisanog moze se postaviti obrat:

Teorem 4 (Obrat Talesovog poucak o proporcionalnosti u pramenu pravaca): Nekasu pip’

dva pravca ravnine koja se sijeku u toc¢ki O. Ako ih pravci a i b sijeku u tockama: p na = {A},

pNb=1{B}, p'mna={A"ip'"b=1{B'} tako da vrijedi:
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Tada su pravci a i b paralelni.

Ako pravce p i p’ gledamo kao krakove kuta ZpOp' onda se ovaj obrat kra¢e moze izreci na

sljedec¢i nacin: Ako pravci na krakovima kuta odsjecaju proporcionalne duZine, onda su ti
pravci paralelni.

Spomenimo jos kako se Talesov poucak o proporcionalnim duzinama odrazava na trokut.

Teorem 5: Pravac paralelan jednoj stranici trokuta dijeli druge dvije stranice trokuta na
jednake ili proporcionalne djelove.



Teorem 6 (Obrat teorema 5): Pravac koji dijeli dvije stranice trokuta na jednake il
proporcionalne djelove paralelan je s tre€com stranicom.

Primjenimo li Teorem 1 na trokut i polovista stranica, mozZe se iskazati sljedeca tvrdnja: Ako
polovistem jedne stranice trokuta povucemo pravac paralelan drugoj stranici trokuta tada ¢e
on sjeci trecu stranicu trokuta u njezinom poloviStu. DuZina kojoj su krajnje tocke polovista D
i S je tada srednjica trokuta. c

Ako je u trokutu AABC pllﬁ i poloviSte Dep, tadajeS , p s

poloviéte stranice BC, pri ¢emu je p ~BC = {S}.

Vrlo korisnu relaciju vezanu za proporcionalne duZine, a koja ¢e se koristiti u zadacima, daje
sljededi teorem:

c—d
g

Teorem 7: Neka su dane Cetiri duZine, duljina a, b, ci d. Ako je % :g tada je ? =

Opisani se teoremi u ovom radu ne dokazuju jer oni ovdje prvenstveno sluze kao alat za
rjeSavanje zadataka, uz pretpostavku da su dokazi tih teorema svima poznati.

Uz proporcionalne duZine prirodno se vezuje sukladnost i slicnost trokuta, ali se u ovim
zadacima nece koristiti poucci o sukladnosti i slicnosti trokuta jer je to joS jedan korak vise,
koji je u ovom kontekstu nepotreban bududi se rjeSenja zadataka mogu izvesti temeljem
prethodnih teorema i njihovih obrata.

Prikazi razli¢itih mogucnosti jednog zadatka ovdje su dani kao primjer, ali oni nisu konacni
vec¢ se mogu vrsiti daljnja istrazivanja i drugi nacini rjeSavanja istih zadataka Sto se prepusta
potrebama i moguc¢nostima primjene svakog nastavnika.



