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Predavanje za mentore ucenika-natjecatelja osnovnih skola

Nekoliko teorema i njihovih obrata u sluzbi primjene

Povijesno gledano, geometrija je zasluzna za razvoj matematike kao znanstvene discipline i
upravo zahvaljuju¢i geometriji matematika ima veliki utjecaj na razvoj mnogih drugih
znanstvenih disciplina (umjetnost, arhitektura, gradevina..) kao i primjenjivost u
svakodnevnom Zivotu i radu (poplocavanje, bojanje...). Prirodno bi bilo ocekivati da
geometrija zauzima znacajno mjesto i u nastavi matematike. Ipak, mnogi geometriju ne vole
uciti, ali mnogi je ne vole ni poucavati (vjerojatno kao posljedica prvoga).

Uzroci mogu biti brojni i raznovrsni, ali svakako je jedan od glavnih uzroka apstraktnost
geometrijskih pojmova i nuZznost povezivanja tih pojmova u jednu funkcionalnu cjelinu.

Prisjetimo se samo koliko je kompleksan geometrijski pojam KUT i da mnogi uéenici zavrse
¢ak i srednjoskolsko obrzovanje, a da nisu u moguénosti izreéi preciznu definiciju tog pojma
iako tijekom cijelog tog obrazovanja vrSe odredivanje veli¢ine kutova, vrijednosti
trigonometrijskih funkcija za zadane veli¢ine kutova, odreduju veli¢ine kutova izmedu
pravaca, ravnina itd. Drugim rije¢ima, sami geometrijski pojmovi predstavljaju teSkocu
gotovo svim ucenicima, a opisivanje njihovih svojstva teoremima te dokazivanje istih, neki
ucenici gotovo nikada ne savladaju. Posebne teskoée ucenici imaju pri izricanju obrata
teorema te spoznavanju da iako je teorem istinit, obrat ne mora biti. Prirodna posljedica
toga je da se ucenici ne snalaze najbolje ni u zadacima koji se rjeSavaju primjenom tih
teorema i njihovih obrata.

Bududi da za neke teoreme obrat vrijedi, a za neke ne vrijedi, korisno je pri izricanju teorema
postavljati i njegov obrat te ispitivati istinitost tvrdenja (u oba smjera). Teoremi koji vrijede u
oba smjera najcescée se zapisuju kao jedan teorem uz uporabu rijeci ako i samo ako (AKKO) ili
onda i samo onda. U tim slu¢ajevima obrat se joS viSe zanemaruje jer se pri njegovom
koriStenju poziva na teorem, a ne na tvrdnju ili njezin obrat te ucenici ¢esto niti ne uvidaju da
se radi o tvrdnji i obratu.

Na temelju definicije, nekih teorema o paralelogramima i njihovim obratima izvest ée se
dokaz teorema o srednjici trokuta, a za dokaz obrata koristi ¢e se teorem o proporcionalnim
duZinama.



PARALELOGRAMI

Kako bi teoremima iskazali svojstva nekog pojma i veze medu njima, potrebno je najprije
uvesti definiciju tog pojma, a zatim proucavati ostala svojstva svih objekata iz opsega tog
pojma. Buduci je definicija stvar dogovora, naj¢es¢e se za definiciju paralelograma uzima
obiljeZje paralelnosti po ¢emu je uzet i sam naziv paralelogram.

Definicija: Cetverokut kojemu su nasuprotne stranice paralelne nazivamo paralelogram.

Sada ostala svojstva paralelograma iskazujemo teoremima cije se tvrdnje potom i dokazuju.
Ovdje se ne¢emo baviti dokazima svih teorema, uz pretpostavku da su oni poznati, veé ¢emo
se teoremima i njihovim obratima sluZiti u rjeSavanju zadataka.

Teorem 1 (Teorem o stranicama paralelograma): Nasuprotne stranice paralelograma su
jednake duljine.

Obrat teorema 1: Cetverokut kojemu su nasuprotne stranice jednake duljine jest
paralelogram.

Teorem 2 (Teorem o dijagonalama paralelograma): Dijagonale paralelograma se
medusobno raspolavljaju.

Obrat teorema 2: Cetverokut kojemu se dijagonale raspolavljaju jest paralelogram.

Teorem 3 (Teorem o kutovima paralelograma): Nasuprotni kutovi paralelograma su jednake
veli¢ine, a susjedni kutovi su suplementarni.

Obrat teorema 3: Cetverokut kojemu su nasuprotni kutovi jednake veli¢ine, a susjedni kutovi
suplementarni jest paralelogram.

Napomena: Cesto sam nadin izricanja teorema moZe predstavljati problem i$¢itavanja
potrebnih podataka. Naime, svaki teorem se sastoji od pretpostavke i tvrdnje te nije uvijek
pravilo da je pretpostavka iskazana u prvom dijelu recenice, a tvrdnja u drugom kao jedan
logi¢an slijed. Kako bi se izbjegli nesporazumi pri izricanju i ¢itanju teorema, uz pretpostavku
se moze koristi ako je..., a uz tvrdnu tada je... ili onda je... i tako u€enike pomalo navikavati
na pravilnu interpretaciju podataka.

SREDNJICA TROKUTA
Definicija: Srednjica trokuta je duZina koja spaja polovista dviju stranica trokuta.

Jasno je da trokut ima tri srednjice.



Na slici su prikazane srednjice ﬁ, DF i EF trokuta AABC.
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Teorem 4 (Teorem o srednjici trokuta): Srednjica trokuta usporedna je sa tre¢om stranicom
trokuta, a njezina duljina jednaka je polovini duljine trece stranice.
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Dokaz teorem 4. Neka je dan trokut AABC i njegova srednjica E,

pri cemu je D poloviste stranice E, a E poloviste stranice BC.

Srednjicu DE produljimo preko to¢ke E do to¢ke G tako da je
IEG = |DE|. To zna&i da je tocka E poloviste duZina DG i &, tj.

tocka E raspolavlja te dvije duzine. ¢ >
A B

Uocimo cetverokut DBGC. Buduéi se njegove dijagonale DG i
BC raspolavljaju, prema Obratu 2, taj cetverokut je
paralelogram. Prema Teoremu 1 je |BG| =|DC|, a prema
definiciji paralelograma te stranice su i paralelne. Kako je to¢ka
D poloviste stranice E, to je Ipcl =|AD| te na temelju svojstva

tranzitivnosti zaklju¢ujemo da je |BG| = |AD|.




Sada na temelju Obratu 1 zaklju¢ujemo da je i Cetverokut
ABGD paralelogram te su i njegove druge dvije stranice

paralelne, tj. DG||AB. Stoga je i DE||AB. Prema

Teoremu 1 je |DG| = |AB| te je |DE| = %|DG| = %|AB| . H

Obrat teorema 4 (Obrat teorema o srednjici trokuta): Ako je duZina, Cije krajnje tocke
pripadaju dvjema stranicama trokuta, usporedna s treCcom stranicom trokuta i njezina duljina
je jednaka polovini duljine trece stranice tada su krajnje tocke te duzine polovista pripadnih
stranica, tj. ta duzina je srednjica trokuta.

Dokaz obrata 4. Dokaz ovog teorema temelji se na posebnom slucaju Talesovog teoremu o

proporcionalnim duzinama, koji je iskazan nesto kasnije u Teoremu 5.

C
Nake je zadan trokut AABC i duzina DE koja ispunjava uvjete
teorema:
P — D E

- krajnje tocke joj pripadaju dvjema stranicama: D € AC, E € BC
- DE|| AB

1
- |DE| = E|AB| A B

Promatrajmo kut ZACB. Prema Teoremu 5, paralelni pravci AB i
DE na krakovima tog kuta odsjecaju proporcionalne duzine, pa imamo:

|Ac|:IDC| =|AB| : IDE| = 2|DE| : |DE| = 2 : 1 %to znati da je tocka D poloviste stranice AC.
Nadalje je: IBc|:|EC| = |AC| :|DC| = 2 : 1 §to znati da je tocka E poloviste stranice BC.

Prema tome, duZina DE je srednjica trokuta. ®

Teorem 5. (Talesov poucak o proporcionalnosti u pramenu pravaca): Neka su p i p’ dva
pravca ravnine koja se sijeku u tocki O. Ako su oni presjeCeni paralelnim pravcima a i b tako
dajepna=1{A},pnb=1{B}, p'na=1A"t ip'nb=1{B'"}, tada vrijedi:
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Kada govorimo o pravcima koji se sjeku tada se moZe promatrati i kut koji je odreden
polupravcima tih pravaca s pocetnom tocko O, koja je ujedno i vrh kuta. Zato se Cesto u
literaturi, posebno u udzbenicima iz matematike za osnovnu i srednju Skolu, Teorem 6
navodi u sljede¢em obliku: Paralelni pravci a i b na krakovima kuta /pOp' odsjecaju

proporcionalne duzine, tj. vrijedi (1), (2) i (3).

Teorem 6 (Obrat Talesovog poucak o proporcionalnosti u pramenu pravaca): Nekasu pip’

dva pravca ravnine koja se sijeku u toc¢ki O. Ako ih pravci a i b sijeku u to¢kama: p na={A},

pNb=1{B}, p'mna={A" i p'"b=1{B'} tako da vrijedi:
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Tada su pravci a i b paralelni.

Ako pravce p i p’ gledamo kao krakove kuta ZpOp' onda se ovaj obrat kra¢e moze izre¢i na

sljedec¢i nacin: Ako pravci na krakovima kuta odsjecaju proporcionalne duZine, onda su ti
pravci paralelni.

U nastavi matematike osnovne Skole Teorem 5 se najce$ée koristi pri odredivanju Cetvrte
veli¢ine iz neke proporcije, a kada se nesto treba dokazati uglavhom se poseze za teoremima
o sli¢nosti trokuta. Teorem 6 se vrlo rijetko koristi.

U nekoliko zadataka biti ¢e prikazano kako se ovi teoremi i njihovi obrati mogu koristiti, a da
se uopce ne poseze za slicnoscu trokuta.
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