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- koristenjem tzv. principa inverzije:
izvodivost konkluzije povlaci izvodivost premisa.

- naravno, taj princip ne vrijedi opcenito.

- (okvirni) primjeri koristenja:
1. treba izvesti A A B iz {A, B}.
Pregledom pravila izvodenja uoc¢imo da postoji pravilo izvodenja
(konkretno, uvodenje konjunkcije) kojemu je A A B konkluzija.
Znamo da je konkluzija izvodiva (pretpostavka zadatka je da jest),
pa P.I. sad implicira da su A, B (premise tog pravila) izvedive.
Stoga su nam sad novi ciljevi izvesti formulu A, odnosno B, a njih ve¢ imamo u premisama.
2. treba izvesti A V B iz {A A A}.
Analogno kao ranije, no sad nam se nude dva pravila s trazenom konkluzijom:

AV B AV B
Ako krenemo prvim putem, uspjet éemo zavr$iti izvod (A éemo moéi izvesti iz A A A).
No ako krenemo drugim putem, neéemo.
Tu uocavamo da koristenje principa inverzije i dalje ostavlja prostor "pogadanju",
tj. 1 dalje sami moramo probati procijeniti Sto je sljede¢i najbolji korak.
Ne moramo pogoditi iz prve -- ako pogrijesimo, vratimo se natrag i1 probamo dalje.
3. treba izvesti P V =P iz {P — P}.
Kao u drugom primjeru, opet imamo dvije mogucénosti

PV =P PV =P
No nitil jedna moguénost nas nece dovesti do cilja. Naime, pretpostavimo da treba dokazati P.
To znaci da P slijedi iz premise. Nije mogué¢e da kontigencija (P) slijedi iz tautologije (P — P).
Ovaj primjer demonstrira da ne samo da nas princip inverzije nekad nece mehanicki usmjeriti
prema cilju (Sto smo vidjeli u drugom primjeru), ve¢ nekad uopée nece funkcionirati.
Osnovna metoda u takvim slucajevima je koristiti iskljucenje disjunkcije (ako imamo neku disjunkciju),
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ili pravila koja na neki nac¢in koriste reductio ad absurdum,
obic¢no su to pravila ukljucenja ili iskljucenja negacije ili kontradikcije.

- u nastavku je detaljnija skica koristenja principa inverzije kao pomoé¢i pri konstrukciji izvoda.
- prvo, promotrimo formulu (nazovimo ju F) koju zZelimo izvesti (jednu medu njima, ako ih je vise).
Potom biramo:
- 1. mogué¢i postupak (P1). Javlja 11 se F kao dio neke formule G u ostatku izvoda?
Preciznije, u dijelu izvoda kojeg mozemo koristiti (iznad promatrane formule itd.)
Ako da, koristimo pravila iskljucenja kako bismo malo po malo "razbili" G i 1z nje izvukli F.
Npr. ako trazimo T a imamo (U A (T A V)) A Z, redom bismo htjeli izvuéi sljedeée formule:
(UA (TAV)) A Z;
UA (TAV);
T AV;
T.
- 2. mogué¢i postupak (P2). Postoji li pravilo izvodenja kojem je konkluzija F?
Ako da, pokusamo dokazati premise tog pravila.

- napomena: pojam "premise" kroz ovaj tekst/izlaganje koristimo u smislu
"ono i1z cega izvodimo konkluziju", Sto nisu nuzne formule
(npr. u ovom smislu i1 sami izvodi mogu biti premise).
- napomena: ne moramo se strogo drzati postupka; koristimo ga prvenstveno kad nismo sigurni Sto dalje.
- napomena: korisno je oznacivati si dijelove izvoda koje treba dovrsiti (ja ¢u stavljati zvjezdice),
te kvacice kod formula koje ne traze dodatne formule (u koraku u kojem se rijese ¢u
uokviriti kvacice, da bude vidljivije Sto smo napravili).

Zadatak: izvesti (A A B) = C iz A — (B — Q).

1. korak

| A= B—-0HY (4 jer nemamo $to raditi oko pretpostavke,

|--- tj. bilo kakva pretpostavka je uvijek dopusten dio izvoda)
| *

| (A AB)—C

P1? Formula (A A B) — C se ne javlja gore, dakle ne mozemo ju "izvuéi".
P2? Pravilo uvodenja pogodbe ima kao konkluziju formulu trazenog oblika (nesSto — nesto).

2. korak
| A— (B — Q) ¢V



|___

[l AABH
[---

[ *

Il C

| (A AB) = CHU

P1? Formula C se javlja u prvoj premisi. Zelimo izvuéi C iz nje:

A— (B—C);

B — C;

C.

Dakle, imamo dva zadatka: prvo iz A — (B — C) do¢i do B — C, a onda iz B — C do¢i do C.
Recimo da u sljedec¢em koraku odluc¢imo rijesiti prvi dio, tj. kako doéi od A — (B — C) do B — C.
Pregledom pravila izvodenja uoc¢imo da pravilo iskljucenja pogodbe ima trazeni oblik.
Potrebno nam je dokazati A.

Napomena: mozda su oznake zvjezdica 1 poredak rjesavanja drugaciji nego uzivo (oboje je u redu).

3. korak

| A— (B —0C) v
|---

[] AABV

I---

||**

A

[| B—=>CHY

>

e

| (AAB) > CV

Recimo da sada gledamo *, tj. promatramo formulu C.

P1? Formula C je u prvoj premisi, te u retku kojeg smo upravo dodali.
Taj smo redak upravo 1 dodali kako bismo izvukli C, pa koristimo njega.
Uoc¢imo da se C u toj formuli nalazi odmah uz glavni operator, u ovom slucaju operator —.
To znac¢i da mozemo odmah traziti pravilo (bez daljnjeg izvlacenja) koje ima ovakav oblik:
B—C
(mozda jo$ neke dodatne formule ovdje)

Vidimo da pravilo iskljucenja pogodbe ima trazeni oblik, pa dodajemo potrebnu premisu B.

4, korak

| A— (B — Q) v
|---

[|] AABV

-

||**

A
|| B— CV

I *



| B
[ c U4
| (A AB) = CV

Recimo da i1 dalje gledamo *, tj. promatramo formulu B.

P1? Da, B se javlja u viSe formula. Iskustvom/intuicijama pogodimo da nam treba A A B.
(Ako pogrijesimo, naprosto se vratimo u ovaj korak kad vidimo da ne mozemo dalje.)
Trazimo pravilo izvoda sljedeceg oblika:

AAB

(mozda jo$ neke dodatne formule ovdje)

Pravilo iskljucenja konjunkcije ima trazeni oblik, i nisu potrebne dodatne formule, pa brisemo *.

5. korak

| A— (B — Q) ¢
|---

[|] AABV

I---

||**

A

|| B = CV
| B 4

I cv

| (AAB) = CV

Preostaje **, odnosno formula A. Postupamo analogno kao u prethodnom koraku.

6. korak

| A—> (B —C) v
[---

[|] AA BV
-

[l AU

|| B—CV

|| B ¢

[] C vV

| (A AB) = CV

Ovo je trazeni izvod jer visSe nema zvjezdica (odnosno, jer su svugdje kvacice).
Preostaje nadopisati brojeve linija 1 opravdanja (i maknuti kvacice, naravno).



Obrat prethodnog primjera. Ovaj primjer nismo stigli uZivo.

Zadatak: izvesti A — (B — C) iz (A A B) — C.

1. korak

| (A AB)y—CcHU
|---

| *

| A= (B = C)

P1? Formula A — (B — C) se ne javlja gore, dakle ne mozemo ju "izvuéi".
P2? Pravilo uvodenja pogodbe ima kao konkluziju formulu trazenog oblika (neSto — nesto).

2. korak

| (A AB) > CV
|---

[l A

[---

Il *

|| B—C

|A—> B—-0O U

P1? Formule B — C nema gore.
P2? Opet isto pravilo, uvodenje pogodbe, ima konkluziju trazenog oblika.

3. korak

| (A AB) > CV
|---

[l AV

[---

[l B8 Y

[1]---

1] *

[l C

[|] B—>CH

| A—> (B —C) ¢V

P1? Formula C je u prvoj premisi, i to operand prve premise
(tj. nalazi se odmah uz glavni operator, u ovom slucaju operator —, prve premise).
To znac¢i da mozemo odmah traziti pravilo koje ima ovakav oblik:

(AAB)—C

(mozda jos neke dodatne formule ovdje)

Vidimo da pravilo iskljucenja pogodbe ima trazeni oblik, pa dodajemo potrebnu premisu.



4. korak

| (A AB) = CV
|---

[l AV

[l---

1l B ¢

[1]---

1] *

[I] AAB

[ c¥

[| B—>CV

| A—> (B —C) v

P1? Formula A A B se javlja u premisi, ali vidimo da je ona tamo antecedent.
Opcéenito ne mozemo dokazati antecedent iz pogodbe.

(Da je bila neka slozenija formula, mozda bismo prvo probali izvuéi A A B iz nje,
p ako ne bismo uspjeli, onda bismo se vratili u ovaj korak i isprobali P2).

P2? Da, pravilo uvodenja konjunkcije ima kao konkluziju formulu traZenog oblika (nesto A nesto).
Dodajemo premise tog pravila u sljedecem koraku.

5. korak

| (A AB) = CV
|---

[l AV

[---

[l B ¢V

[11]---

1] *

1A

N

118

[Il AABV

11 cv

[| B—=CV

| A= (B> 0 Vv

Sada imamo dvije praznine, * { **,
Fokusirajmo se i dalje na * (svejedno je, morat ¢emo prije ili kasnije i **). Tu promatramo formulu A.

Uoc¢imo da imamo formulu A ranije, pa ovdje koristimo opetovanje (reiteraciju).

6. korak

| (A AB) = CV
|___

[l AV

I---

[Il B vV

I1]---
A4

[T **



118

II[|] AA BV
[Il C vV
Il B = C v

| A—> (B — Q) v
Analogno kao 5. korak, ali za ** i formulu B.

7. korak

| (A AB) > CV
|---

[l AV

[---

[l B ¢

[11]---

[l A v

118

[Il AABV

1l ¢ v

[| B—CV

| A—> B —C) v

Ovo je trazeni izvod jer vise nema zvjezdica (odnosno, jer su svugdje kvacice).
Preostaje nadopisati brojeve linija 1 opravdanja (i maknuti kvacice, naravno).

Izvesti D iz { (B = B) — A, A<— =C, (B V =C) = D }.
Pisat ¢emo samo koristimo 1i dalje P1 ili P2

1. korak

| (B—B) =AU
| A <— aCc &

| BV aC) =D A

|___
|*
| D

P1.



2. korak

| (B —>B) > AV
| A <— -C vV

| (BV aC) > DV

|_
|~k
| -C
I

\
D &

P2 (iako se B V -C nalazi u 3. premisi; tamo je ona antecedent pa nam to nije korisno),
imamo dvije moguénosti, B, odnosno -C, no B se javlja kao dio tautologije (B — B) Sto nam nije korisno.

3. korak

| (B—>B) > AV
| A <— -C vV

| (BV aC) D ¥V

I
I
| -C
I
I

P1 (radit ¢emo s drugom premisom).

4. korak

| (B—>B) > AV
| A <— -C VvV

| (BV aC) DV

*

=

d

|_
|
|
| -C 4

| BV -C v
| D ¢

P1.

5. korak

| (B —>B) > AV
| A <— -C vV

| (BV aC) > DV

|

| B— B
| A A

| -C v

| BV -C v
| D v

P2. (B — B se javlja u premisama, ali kao antecedent, neiskoristivo)



6. korak

| (B —>B) > AV
| A <— -C vV

| (BV aC) > DV
|---

[l B A

[]---

[l *

Il B

| B—>8B U

| A A

| -C v

| BV -C v

| D v

Reiteracija.

7. korak

| (B—>B) > AV
| A <— -C VvV

| (BV aC) > DV
| ---

[l B ¢

-

I8 Y

| A vV

| -C ¢/

| BV ~C v

| D ¢V

Kao 1 ranije, sad dodajemo opravdanja itd.

Izvedite (A > B) — (A — 0O)
Jedan mogué¢i finalni izvod:

| A— (B8 —0)
|___

Il A—8

-

1A

-~

18— c

1K

11

1A=

| (A—B8) = (A= O

iz

{A— (B~ 0}



U nastavku dajemo primjere u kojima se koristi iskljucenje disjunkcije, te reductio ad absurdum. Oboje
zahtijeva vise kreativnosti i pogadanja od prethodnih primjera; tj. primjena tih pravila je manje mehanicka.

Izvesti (A = B) || (C = D) iz {B V D}.

1. korak
|BVD U4

|---

I

| (A = B) || (C— D)

P1? Ne mozemo.

P2? Mozemo, ali pravilom ukljuc¢enja disjunkcije ne¢emo nista postié¢i (slic¢no kao s P V =P na samom
poc¢etku izlaganja).

Kada ni P1 ni P2 ne pomazu, bar ne na nacine na koje smo ih do sada koristili,

mozemo probati s iskljucenjem disjunkcije, 1li reductio ad absurdum (potonje se realizira kroz

kombinaciju pravila za negaciju i kontradikciju, ovisno o situaciji).

Disjunkcije u izvodu (prvenstveno premisa u formi disjunkcije, ali i konkluzija) daju naslutiti

da treba koristiti pravila za disjunkciju.

2. korak

|BVD V

|---

|| B U

[---

[l *

[l (A—B) || (C— D)
I

[] D4

||*~k

I (A —B) || (C— D)
| (A= B) [| (C—D) ¥

Fokusirajmo se primjerice na *. Ostatak izvoda je jednostavan. Koristimo P2.



3. korak

| BVD V¢V
| -
|l B ¢

[l---

[l *

[l A—B

[l (A—B) || (C—>D) U
I

|| DV

||**
Il (A = B) [| (C— D)
| (A—B) || (C—>D)V
P2.

4. korak

| BVD ¢
[---

|| B ¢
[---

[ Ay
[1]---

>
118

[l A—>B U

Il (A= 8) [l (C—=D)v
|

11D v

-

||**

Il (A —B) || (C— D)
| (A—8B) ||] (C—=D)V
Reilteracija/opetovanje.

5. korak

| BVD VvV
[---

|| B ¢
[---

[ AV
[11]---

[l B8 Y

|| A— B Vv
[l (A —B) || (C—> D)V
I

|| D v

||**

Il (A = B) [| (C— D)
| (A = B) || (C—D) V¥



(**) rjesavamo analogno kao ranije (*), samo s C 1 D umjesto A 1 B (koraci 1 izvodi su jednaki do
na tu razliku). Preskoc¢it ¢emo te korake ispod.

Finalni korak

| BV D VvV

|---

|| B ¢V

I---

[ AV

[1]---

[l B ¢

|[] A—> BV

[l (A —B) || (C—>D)V
I

[l DV

[]---

[l ¢ v

[11]---

[Il b ¥

[l C—>DV

[l (A —B) || (C—>D) v
| (A —=B) || (C— D)V

Izvedite (A V C) — (C A D) iz {A — C, D}.
Jedan mogu¢i finalni izvod:

| A—C

| D

|---

Il AV C
I---
A
II---
HRe

[Il CAD
I

HRe
II---
[Il CAD
[| CAD
| (A V O — (CAD)



Dokazite P V -P.

1. korak
| *

| PV P &
Pretpostavimo suprotno i1 trazimo kontradikciju. (Dodat ¢emo "reductio ad absurdum kostur" odjednom.)

2. korak

[] =(P V -P) A
-

[l *

L

| ==(P V -P) A
| PV P &

Sad je pitanje kako uvesti kontradikciju, koja ¢e formula biti kontradiktorna?
Cesto je dobra ideja probati s jednostavnim formulama koje se u nekom obliku
ve¢ javljaju izvodu, npr. P, =P, P V =P. Odabrat ¢emo P (3to nije najbolji izbor, kao $to ¢emo vidjeti).

3. korak

[| ~(P V -P) ¢
[]---

[l *

Il P

||~k~k

[l -P

] L &4

| -~(P V -P) v
| PV <P v

Probajmo dokazati -P, opet kroz reductio ad absurdum
(s jednim retkom manje jer je ta formula vec negirana).

4. korak

[| =(P V -P) v
[---

[l *

[l P

1P 4

[11]---

[T **

[ L

[] =P &4

|| L ¢

| ==(P V -P) ¢
| PV PV



Uo¢imo da iz P mozemo dokazati P V -P, a negaciju te formule imamo od ranije.

5. korak

[] =(P V -P) v
[l---

[l *

[P

[P ¢

[11]---

L] **

[I] PV AP

L ¢

[| =P ¢

[] L ¢

| ==(P V -P) ¢

| PV <PV

Kao $to smo najavili, P V -P dokazujemo iz P, briSemo **.

6. korak

[] =(P V -P) vV
[---

[l *

[l P

[P ¢

[11]---

[1] PV P U4
[ L v

|| =P ¢

|| L v

| ==(P V =P) ¢
| PV PV

Mogli bismo ponoviti slicno za * kao Sto smo napravili kroz korake 4-6 za ** (i tada je izvod gotov).
Medutim, uoc¢imo da je kontradikciju u treéem retku s kraja

mogu¢e dobiti na slican nacin kao kontradikciju u petom retku s kraja, tj. koristeé¢i formule

PV -P te =(P V =P), umjesto naseg prvog izbora. Stoga restrukturiramo dokaz na sljede¢i nadin:

7. korak

[] =(P V -P) ¢
[---

[P ¢

[1]---

[I] PV <P v
[ L v

|| =P ¢

[l *

[] P V =P

|| [ovdje bismo inace dodali -(P V -P) i nove zvjezdice, ali ve¢ imamo tu formulu]
] L &4

| == (P V -P) v
| PV <P vV



P2.

8. korak

[] =(P V -P) v
[---

[P ¢

[11]---

[1] PV AP ¢
[ L v

|| =P ¢

[l PV P U
[ L v

| ==(P V -P) Vv
| PV =PV

Izvedite -B — -A iz {A — B}.
Jedan mogu¢i finalni izvod:

| A— B
|---
[l -B
-
[ A
[1]---

118
L

|| -A
| -B — -A



