ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — osnovna skola
24. veljace 2026.

AKO UCENIK IMA DRUGACHI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO

TREBA | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak 0S-4.1.

Zgrada ima cetiri kata, a na svakom je katu Sest stanova. U polovini ukupnog broja
stanova zive po dvije osobe. U jednom je stanu samo jedna osoba, a jedan stan jos nije
useljen. U ostalim stanovima u zgradi zive troc¢lane ili ¢etveroclane obitelji, pri ¢emu
je jednak broj stanova za troclane i cetveroclane obitelji. Koliko stanara ukupno zivi
u zgradi?

Rjesenje.

Zgrada ima 4 kata, a na svakom katu je 6 stanova, pa je ukupan broj stanova 24.

U polovini od ukupnog broja stanova zive po dvije osobe. Kako je 24 : 2 = 12, u 12
stanova zive 24 stanara.

U jednom je stanu samo jedna osoba, a jedan stan jos nije useljen $to znaci da je u 14
stanova 25 stanara.

Preostalo je 24 — 14 = 10 stanova.

Jednak je broj stanova izmedu troc¢lanih i ¢etveroclanih obitelji, te vrijedi 10 : 2 = 5.
U pet stanova zive troclane obitelji, sto je ukupno 5 -3 = 15 stanara.

U pet stanova zive cetveroclane obitelji, sto je ukupno 5 - 4 = 20 stanara.

U zgradi ukupno zivi 25 + 15 + 20 = 60 stanara.

Zadatak 0S-4.2.

Odredi zbroj svih troznamenkastih prirodnih brojeva kojima je umnozak znamenaka 16.

Rjesenje.

Broj 16 se bez ostatka moze podijeliti brojevima 1, 2, 4, 8 i 16, te nijednim drugim
brojem.

Iz 16 = 2- 8 vidimo da znamenke trazenih troznamenkastih brojeva mogu biti 1, 21 8.
To su brojevi 128, 182, 218, 281, 812 i 821.

Njihov zbroj iznosi 128 + 182 + 218 + 281 + 812 + 821 = 2442.

Iz 16 = 4 -4 vidimo da znamenke trazenih troznamenkastih brojeva mogu biti 1, 4 i 4.
To su brojevi 144, 414 i 441.
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Njihov zbroj iznosi 144 + 414 4 441 = 999.

Iz 16 =2 -2 - 4 vidimo da znamenke trazenih brojeva mogu biti 2, 2 i 4.

To su brojevi 224, 242 i 422.

Njihov zbroj iznosi 224 + 242 4 422 = 888.

Zbroj svih trazenih brojeva iznosi 2442 + 999 + 888 = 4329.

Napomena: Ucenik ne mora izracunati zasebno zbrojeve trazenih brojeva po
slucajevima (2442, 999 i 888), ve¢ moze zbrojiti sve trazene troznamenkaste brojeve

i dobiti 4329. U tom slucaju zbrajanje svih trazenih brojeva nosi 4 boda, a svaka
racunska pogreska umanjuje taj broj za 1 bod.

Zadatak 0S-4.3.

Lara je izrezala pravokutni list papira opsega 48 cm na

pravokutnike jednake Sirine z kao sto je prikazano na

slici. Potom je sve izrezane pravokutnike postavila jed-
nog do drugog kako bi dobila jednu dugacku pravokutnu

traku sSirine x. Ako je poznato da su osjencani pravokut-
nici na slici jednake duljine, kolika je duljina te dobivene
trake?

Rjesenje.

Kako su svi pravokutnici Sirine z, duljina jedne stranice papira pet je puta veca od .

Budud¢i da su osjencani pravokutnici jednake duljine, duljina druge stranica papira
sedam je puta veca od .

T T r+r+r+rx+x
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Opseg pravokutnika 2 - 74 2 -5 = 24 puta je vedi od x, pa je v = 48 : 24 = 2 cm.
Rezanjem pravokutnika na trake dobivamo jednu traku 6 puta dulju od z, dvije 5 puta
dulje od x, dvije 4 puta dulje od x, tri 3 puta dulje od z i jednu 2 puta dulju od =.
Vrijedi 6 +2-5+2-4+3-3+2=35.

Duljina trake je 35 puta veca od z, pa je duljina trake 35 -2 = 70 cm.

Zadatak 0S-4.4.

Cetvero prijatelja razmjenjuje slicice na sljedeéi nac¢in: prvo je Marko dao Ivani 5
sli¢ica, zatim je Ivana dala Petri 8 sli¢ica, Petra je dala Borni 7 sli¢ica, a Borna je dao
Marku 11 sli¢ica. Nakon razmjene Marko ima pet puta vise sli¢ica od Borne, Ivana
ima dva puta vise od Borne, a Petra ima onoliko sli¢ica koliko imaju Ivana i Borna
zajedno. Ako ukupno imaju 187 sli¢ica, odredi koliko je tko imao sli¢ica na pocetku
razmjene.

Rjesenje.

Broj slic¢ica nakon razmjene mozemo prikazati na sljede¢i nacin.

Borna Ivana Petra Marko

Ukupan broj sli¢ica prikazali smo s ukupno 11 pravokutnika.
Bududi da je ukupan broj slicica 187 jedan pravokutnik oznacava 187 : 11 = 17 slicica.

Dakle, nakon razmjene, Borna ima 17 sli¢ica, Ivana 17 - 2 = 34, Petra 17 -3 = 51, a
Marko 17 - 5 = 85 slicica.

Dalje zadatak rjeSavamo unatrag.

U zadnjem koraku Borna je dao Marku 11 sli¢ica sto znaci da je prije toga Marko imao
85 — 11 =74, a Borna 17 + 11 = 28 slicica.

Prije toga Petra je dala Borni 7 sli¢ica Sto znaci da je Petra imala 51 +7 = 58, a Borna
28 — 7 = 21 slicicu.

Ivana je dala Petri 8 sli¢ica Sto znaci da je prije toga Ivana imala 34 + 8 = 42, a Petra
58 — 8 = 50 slicica.

Marko je dao Ivani 5 slicica sto znaci da je Marko na pocetku imao 74 + 5 = 79, a
Ivana 42 — 5 = 37 slic¢ica.

Prije razmjene Marko je imao 79, Ivana 37, Petra 50, a Borna 21 slicicu.
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Zadatak 0S-4.5.
U rac¢unu
G R A H
+ G R A H
R U C A K
ista slova predstavljaju iste znamenke, a razli¢ita slova razlicite znamenke. Broj ne
moze zapocinjati znamenkom 0. Odredi najmanju i najve¢u mogucéu vrijednost broja

RUCAK.

Rjesenje.
Zbroj dvije iste znamenke je najvise 18 te se u postupku pisanog zbrajanja prenosi

najvise 1 na ve¢u mjesnu vrijednost. Stoga je R = 1.

Zbrajanjem dvije znamenke A dobivamo broj kojem je zadnja znamenka A ili kojem je
zadnja znamenka A — 1.

Jedna opcija je A = 0 i tada H + H mora biti manje od 10, tj. H je manje od 5.
Druga opcija je A =9 i tada H + H mora biti barem 10, tj. H je barem 5.
Znamenka G mora biti barem 5.

Znamenku G mozemo birati tako da znamenka U bude Sto veca ili sto manja.
Odredimo opciju za koju je vrijednost RUCAK §to manja.

Ako bi bilo G =51 U =0, onda A ne moze biti 0.

Stoga mora biti A =9 i H je vedi ili jednak od 5.

Nije moguce H = 5 jer bi tada bilo K =0 = U.

Stoga je H = 6, tj. GRAH = 5196 i RUCAK = 10392.

Odredimo opciju za koju je vrijednost RUCAK §to veéa.

Ako bi bilo G=91 U =8, onda A ne moze biti 9.

Stoga mora biti A = 0 i H je manji od 5.

Nijeymoguée H = 4 jer bi tada bilo K = 8 = U. Stoga je H = 3, tj. GRAH = 9103 i
RUCAK = 18206.

Napomena: Ako ucenik napise brojeve 10392 i 18206 bez objasnjenja i postupka, svaki
od brojeva bodovati s 2 boda.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
5. razred — osnovna skola
24. veljace 2026.

AKO UCENIK IMA DRUGACHI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO

TREBA | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak 0S-5.1.

Ucenici 5.a i 5.b snimili su dva filma o sportskim uspjesima svojih razreda. Na pocetku
su filmovi imali ukupno 564 pregleda. Nakon sto su podijeljeni na drustvenim mrezama,
broj pregleda filma 5.a povecao se 5 puta, a broj pregleda filma 5.b povecao se 3 puta,
pa su zajedno imali 2026 pregleda. Koliko je pregleda imao svaki od filmova prije
dijeljenja na drustvenim mrezama?

Prvo rjesenje.

Da su oba filma imala tri puta veéi broj pregleda, ukupan broj bi bio 3 - 564 = 1692.

@8 @8 @@ 20 ®©
e o &3 &2
@8 ®® @9
e g

564 ) 1692

S

2026

Razlika 2026 — 1692 = 334 predstavlja dvostruki broj pregleda filma 5.a razreda prije
pocetka dijeljenja na drustvenim mrezama.

Slijedi da broj pregleda filma 5.a razreda na pocetku iznosio 334 : 2 = 167.
To znaci da je pocetni broj pregleda filma 5.b bio 564 — 167 = 397.

Drugo rjeSenje.

Neka je a broj pregleda filma 5.a razreda. Tada broj pregleda filma 5.b razreda na
pocetku iznosi 564 — a.

Nakon povecanja pregleda filma 5.a razreda pet puta i pregleda filma 5.b tri puta
ukupno je 2026 pregleda, odnosno vrijedi 5a + 3 - (564 — a) = 2026.

Sredivanjem dobivamo
5a 4+ 1692 — 3a = 2026

2a = 2026 — 1692
2a = 334
a = 167
Dakle, broj pregleda filma 5.a na pocetku je 167.
Tada je b = 564 — 167 = 397 broj pregleda filma 5.b na pocetku.
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Zadatak 0S-5.2.

Odredi sve parove znamenki a i b za koje je umnozak brojeva 65a i 4b8 djeljiv
brojem 60.

Rjesenje.
Rastavimo broj 60 na proste faktore: 60 = 2 -2 -3 -5. Umnozak dva broja je djeljiv

sa 60 ako su u njegovom rastavu na proste faktore dvije dvojke, jedna trojka i jedna
petica. Ti prosti brojevi moraju biti djelitelji barem jednog od faktora u umnosku.

Broju 4b8 posljednja je znamenka 8, pa broj 65a mora biti djeljiv s 5.

Broj je djeljiv s 5, ako mu je posljednja znamenka 0 ili 5. Slijedi da je a € {0,5}.
Prvi slucaj. Ako je a = 0, onda je prvi broj 650 i on je djeljiv i brojem 2 i brojem 5.
Broj je djeljiv s 3 ako mu je zbroj znamenaka djeljiv brojem 3.

Broj 650 nije djeljiv s 3 (jer 64+5+0=11 nije visekratnik od 3).

Broj je djeljiv s 4 ako mu je dvoznamenkasti zavrsetak djeljiv s 4, tj. ako mu je
dvoznamenkasti zavrsetak 00, 04, 08, 12, 16,..., 92, 96. Broj 650 nije djeljiv s 4 jer 50
nije visekratnik broja 4.

Stoga broj 4b8 mora biti djeljiv s 2 i 3.

Broj je djeljiv s 2 ako mu je posljednja znamenka 0, 2, 4, 6 ili 8, pa je 4b8 djeljiv s 2
za bilo koji odabir znamenke b.

No, zbog uvjeta djeljivosti s 3 i zato sto vrijedi 4+b+8 = 12+b, vrijedi b € {0, 3,6, 9}.
Drugi slucaj. Ako je a = 5, onda je prvi broj 655 i on je djeljiv s 5, ali nije ni s 2
(posljednja znamenka je 5) ni s 3 (6 + 5+ 5 = 16 nije viSekratnik broja 3).

Stoga broj 4b8 mora biti djeljiv sa 4 i 3 (dvije dvojke i trojka u rastavu broja 60)

Broj 468 je djeljiv s 4 ako mu je dvoznamenkasti zavrsetak 08, 28, 48, 68 ili 88 pa je
be{0,2,4,6,8}.

No, zbog uvjeta djeljivosti s 3 zbroja 4 + b+ 8 = 12 + b znamenke 2, 4 i 8 u zbroju ne
daju visekratnik od 3 pa je b € {0,6}.

Trazeni parovi znamenaka a i b su (a,b) € {(0,0), (0,3), (0,6), (0,9), (5,0), (5,6)}.

Zadatak 0S-5.3.

Cvita svakoga dana bere rajcice u svom vrtu. Drugog je dana ubrala onoliko rajcica
koliko ih je ubrala prvog dana i jos dvije trec¢ine tog broja. Treceg je dana ubrala koliko
i drugog dana i jo$ ¢etvrtinu tog broja. Cetvrtog je dana ubrala koliko i treéeg dana
i jos petinu tog broja. Petog je dana ubrala koliko i ¢etvrtog dana i jos Sestinu tog
broja. Ako je petog dana ubrala 210 rajc¢ica, koliko je ukupno rajcica ubrala u tih pet
dana?
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Prvo rjeSenje.
Razmotrimo situaciju od petog dana unatrag.
Petog je dana Cvita ubrala 210 rajéica.

Rajcice koje je Cvita ubrala petog dana mozemo prikazati kao osjencani dio na slici,
pri ¢emu lijevi pravokutnik prikazuje broj rajc¢ica ubranih ¢etvrtog dana.

Bududi da je osjencano 7 jednakih dijelova, dobivamo da je vrijednost svakog dijela
210 : 7 = 30, pa je cetvrtog dana ubrano 6 - 30 = 180 rajcica. 3 boda

Na slican nacin prikazujemo raj¢ice koje ubrala cetvrtog dana, pri ¢emu lijevi pravo-
kutnik prikazuje broj rajc¢ica ubran treceg dana.

Bududi da je osjencano 6 jednakih dijelova, dobivamo da je vrijednost svakog dijela

180 : 6 = 30, pa je treceg dana ubrala 5 - 30 = 150 rajcica. 2 boda
Rajcice koje je ubrala treceg dana prikazujemo sljedec¢om slikom, pri ¢emu lijevi pra-
vokutnik prikazuje broj rajc¢ica ubranih drugog dana.

Buduéi da je osjenc¢ano 5 jednakih dijelova, dobivamo da je vrijednost svakog dijela
150 : 5 = 30, pa je drugog dana ubrala 4 - 30 = 120 rajcica. 2 boda

Konacno, 120 rajcica koje je ubrala drugog dana mozemo prikazati sljede¢om slikom,
pri ¢emu lijevi pravokutnik prikazuje broj rajcica ubranih prvog dana.

Budu¢i da je osjencano 5 jednakih dijelova, dobivamo da je vrijednost svakog dijela
120 : 5 = 24, pa je prvog dana ubrala 3 - 24 = 72 rajcice. 2 boda

Cvita je ukupno ubrala 72 4+ 120 + 150 + 180 + 210 = 732 rajcice. 1 bod

Napomena: Ucenik koji, umjesto graficki, na bilo koji nacin izra¢una i obrazlozi broj
rajcica ubranih pojedinog dana treba dobiti pripadne bodove. Za svaki od dana, ucenik
treba dobiti 1 bod za zapisan broj rajéica, te ostale bodove za postupak/obrazlozenje.
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Drugo rjeSenje.

Prikazimo koli¢inu rajcica koju je Cvita ubrala prvog dana pravokutnikom.

Drugog dana ubrala je koli¢inu kao i prvog dana i jos dvije tre¢ine te koli¢ine. Stoga
pravokutnik dijelimo na tri jednaka dijela, te mu dodajemo jos dva takva dijela.

Tre¢eg dana je ubrala koliko i drugog dana i jos ¢etvrtinu tog broja. Svaki od pet
dijelova dijelimo na cetiri jednaka dijela kako bismo mogli odrediti broj dijelova koji
prikazuju rajc¢ice ubrane tre¢eg dana.

Imamo 20 jednakih dijelova, te je ¢etvrtina od toga pet takvih dijelova. Zaklju¢ujemo
da rajc¢ice ubrane tre¢eg dana mozemo prikazati s 20 + 5 = 25 takvih dijelova.

Cetvrtog dana je ubrala koliko treéeg dana i jo$ petinu od tog broja. Buduéi da ukupno
ima 25 dijelova, prebrojavanjem zakljucujemo da petinu ¢ini pet takvih dijelova.

Stoga rajcice ubrane Cetvrtog dana prikazujemo s 25 + 5 = 30 takvih dijelova.

Petog dana je ubrala koliko i ¢etvrtog dana i joS Sestinu tog broja. Buduéi da ukupno
ima 30 dijelova, prebrojavanjem zakljucujemo da Sestinu ¢ini pet takvih dijelova.

Stoga rajcice ubrane Cetvrtog dana prikazujemo s 30 + 5 = 35 takvih dijelova.

Buduéi da znamo da je petog dana ubrano ukupno 210 rajcica, svaki dio predstavlja
210 : 35 = 6 rajcica.

Cetvrtog dana je bilo ukupno 30 dijelova, tj. 30 -6 = 180 rajdica.
Treceg dana je bilo ukupno 25 dijelova, tj. 25 -6 = 150 rajcica.
Drugog dana je bilo ukupno 20 dijelova, tj. 20 - 6 = 120 rajcica.
Prvog dana je bilo ukupno 12 takvih dijelova, tj. 12 -6 = 72 rajcice.
Cvita je ukupno ubrala 72 + 120 + 150 4 180 + 210 = 732 rajcice.
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Napomena: Od ucenika se ne oc¢ekuje da racunaju s razlomcima, ali se algebarski pris-

tup moze bodovati na sljede¢i nacin. Ako broj rajc¢ica ubranih prvog dana oznacimo
5 b 25

s x, onda je drugog dana ubrano 3% (2 boda), tre¢eg dana 1 35 = % (2 boda),
6 25 ) 7 5 35

cetvrtog dana — - —x = —x (1 bod), te petog dana — - —z = —x (1 bod)
5 12 2 6 2 12

35
Iz o= 210 dobivamo z = 72 (2 boda), pa je drugog dana ubrano 120, treceg 150 i
cetvrtog 180 rajcica (1 bod), a ukupno su ubrane 732 rajcice (1 bod).

Zadatak 0S-5.4.

Pravokutni zid Sirine 532 cm i visine 266 cm oblaze se pravokutnim ploc¢icama opsega
96 cm ¢ija je dulja stranica tri puta vec¢a od krace. Plocice se postavljaju tako da su
im dulje stranice medusobno usporedne. Izmedu susjednih ploc¢ica ostavlja se razmak
sirine 2 c¢m, a izmedu svih rubnih plocica i rubova zida po 1 cm. Koliko ¢e redova
plocica biti postavljeno i koliko ¢e ukupno plocica biti upotrijebljeno za prekrivanje
cijelog zida?

Prvo rjesenje.

Oznacimo duljinu krace stranice plocice sa x. Tada je dulja stranica, koja je tri puta
veca, 3x, pa je opseg plocice z + 3x + x + 3x = 96 cm, odnosno vrijedi 8x = 96. Stoga,
duljina krace stranice iznosi x = 96 : 8 = 12 c¢m, a dulje stranice 3z = 3-12 = 36 cm.

Razmak od 2 cm izmedu plocica, odnosno od 1 cm izmedu plocice i ruba mozemo
ostvariti tako da zamislimo da smo ploc¢icu sa svake strane prosirili s 1 cm razmaka, te
zapravo slazemo tako prosirene ploc¢ice dimenzija 14 cm x 38 ¢cm bez razmaka.
Povrsina zida iznosi 532-266 cm?, a povrsina proSirene plocice iznosi 38-14 = 532 cm?,
pa je ukupno potrebno 266 plocica.

Visina zida je 266 cm. Ako plocice postavljamo tako da je visina prosirene plocice

14 cm, tada je ukupan broj redova postavljenih ploc¢ica jednak koli¢niku visine zida i
visine plocice, tj. imamo 266 : 14 = 19 redova.

Analogno, ako plocice postavljamo tako da je visina prosirene plocice 38 cm, tada je
ukupan broj redova postavljenih ploc¢ica jednak 266 : 38 = 7.

Drugo rjeSenje.

Kao u prvom rjesenju odredimo da su dimenzije ploc¢ica 12 cm i 36 cm.

Plocice se na zid mogu slagati na dva nacina: usporedno visini zida duljom stranicom
ili usporedno visini zida kra¢om stranicom.
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Prvi slucéaj. Ako se plocice slazu usporedno visini zida duljom stranicom, onda visinu
od 266 cm ostvarujemo kao zbroj

266=1+36+2+36+2+...+36+1,

pri ¢emu se pribrojnik 36 pojavljuje onoliko puta koliko ima redova plocica, a pribrojnik
2 jednom manje. Neka je broj redova r. Tada je 266 = 1+ 36r + 2(r — 1) + 1, odnosno
266 = 38r. Stoga je u ovom slucaju r = 266 : 38 = 7 redova plocica.

Provjerimo da na takav na¢in zaista moZzemo prekriti cijeli zid. Sirinu zida od 532 cm
ostvarujemo kao zbroj

932=1+12+2+12+2+ ... +12+1

pri ¢emu se pribrojnik 12 pojavljuje onoliko puta koliko ima stupaca plocica, a pribroj-
nik 2 jednom manje. Neka je broj stupaca s. Tada je 532 = 1+ 12s +2(s — 1) + 1,
odnosno 532 = 14s. Stoga je u ovom slucaju s = 532 : 14 = 38 stupaca plocica.

Drugi slucaj. Ako se plocice slazu usporedno visini zida kracom stranicom, onda
visinu od 266 c¢m ostvarujemo kao zbroj

266 =1+12+24+12+2+...+12+1.
Neka je broj redova r. Tada je 266 = 1+ 12r +2(r — 1) + 1, odnosno 266 = 14r. Stoga
je u ovom slucaju r = 266 : 14 = 19 redova plocica.

Sirinu zida od 532 cm ostvarujemo kao zbroj
532=1+36+2+36+2+...+36+1

Neka je broj stupaca s. Tada je 532 = 1 + 36s + 2(s — 1) + 1, odnosno 532 = 38s.
Stoga je u ovom slucaju s = 532 : 38 = 14 stupaca plocica.

Bududi da vrijedi 7 - 38 = 19 - 14 = 266, u oba slucaja je potrebno 266 plocica.

Napomena: Uoc¢imo li da razmaci do ruba zida od po 1 cm mogu biti brojeni kao jedan
razmak od 2 cm te dodani posljednjoj plocici, onda je broj plocica jednak broju razmaka
od 2 cm tj. broju redova po visini i broju stupaca po Sirini. Jednadzbe iz drugog rjesenja
tada odgovaraju izracunima 266 : (36 + 2) = 7 redova i 532 : (12 + 2) = 38 stupaca
(prvi slucaj) te 266 : (12 +2) = 19 redova i 532 : (36 + 2) = 14 stupaca (drugi slucaj),
pa se bodovanje provodi analogno drugom rjesenju.

Zadatak 0OS-5.5.

Koliko ima peteroznamenkastih brojeva kojima zbroj triju znamenaka najveé¢ih mjesnih
vrijednosti iznosi 20, umnozak triju znamenaka najmanjih mjesnih vrijednosti iznosi
24, a sve su im znamenke razlicite?

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2026.
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Rjesenje.
Broj 20 moZzemo zapisati kao zbroj tri razli¢ite znamenke (do na poredak pribrojnika)

na sljedec¢e nacine:
9+8+4 3, 9+ 744, 9+6+ 5,

8+ 7+ 5.
U prvom retku su moguénosti u kojima je najveéi pribrojnik 9, u drugom retku mogué-
nost u kojoj je najvedi pribrojnik 8, te drugih moguénosti nema jer je 7+6+5 = 18 < 20.
Iz rastava na proste faktore broja 24 = 2 -2 -2 - 3 dobivamo mogucnosti za zapis tog
broja kao umnozak tri razli¢ite znamenke (do na poredak faktora) na sljedece nacine:

2-3-4,  1-4-6, 1-3-8

Srednja znamenka u nekom od trazenih peteroznamenkastih brojeva moze biti samo
ona znamenka koja se pojavljuje i u rastavu broja 20 na pribrojnike i u rastavu broja
24 na faktore, a to su znamenke 3, 4, 6 i 8.

Pri ispisivanju mogué¢ih brojeva s odredenom srednjom znamenkom promatramo koje
trojke brojeva (jedan zbroj i jedan umnozak) sadrze tu znamenku i nemaju drugih
zajednickih znamenki.

Ako je srednja znamenka 3, imamo sljedeéa Cetiri broja: 98324, 98342, 89324 i 89342.

Ako je srednja znamenka 4, imamo osam brojeva: 97423, 97432, 97416, 97461, 79423,
79432, 79416, 79461.

Ako je srednja znamenka 6, imamo Cetiri broja: 95641, 95614, 59641, 59614.
Ako je srednja znamenka 8, imamo Cetiri broja: 75831, 75813, 57831, 57813.
Ukupno ima 4 4+ 8 + 4 + 4 = 20 trazenih brojeva.

Napomena: Ako ucenik navodi ili broji kao rjesenja peteroznamenkaste brojeve u
kojima se ponavljaju znamenke, moze dobiti najvise 8 bodova.

Za ostvarivanje bodova ucenik ne mora ispisati sve brojeve u pojedinim slucajevima,
ve¢ moze objasniti koje znamenke se mogu birati na kojim mjestima i zapisati koliko
se peteroznamenkastih brojeva dobiva.

Odredivanje svih brojeva je moguce na vise nacina.

Ucenik moze prvo uociti da srednja znamenka mora iznositi barem 3 jer u svakom
zapisu broja 20 kao zbroj tri razli¢ite znamenke najmanja mora iznositi barem 3 (jer
je 2+ 8+9 < 20), sto nosi 1 bod. Takoder, srednja znamenka mora biti djelitelj broja
24, pa srednja znamenka moze biti samo 3, 4, 6 ili 8, Sto nosi jos 1 bod. Za svaku od
te cetiri mogucénosti odredivanje preostalih mogucéih znamenki nosi po 2 boda.

Ucenik moze samo odrediti moguénosti za zapis broja 20 kao zbroja tri razlicite zna-
menke, Sto nosi 2 boda, pa nakon toga za svaku moguc¢nost ispitati koji pribrojnik moze
biti srednja znamenka, te odrediti preostale znamenke. U takvom pristupu svaka od
¢etiri moguénosti nosi po 2 boda.

Ucenik moze samo odrediti mogucnosti za zapis broja 24 kao umnoska tri razlic¢ite
znamenke, Sto nosi 2 boda, pa nakon toga za svaku moguénost ispitati koji faktor moze
biti srednja znamenka, te odrediti preostale znamenke. U takvom pristupu 2 boda nosi
slucaj 24 =2-3 -4, a po 3 boda nose slucajevi24=1-4-6i24=1-3-8.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2026.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE

6. razred — osnovna Skola
24. veljace 2026.

AKO UCENIK IMA DRUGACHI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO

TREBA | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak 0S-6.1.
Rijesi jednadzbu

Prvo rjeSenje.

Danu jednadzbu mozemo zapisati i ovako:

() eer) o)

Jednadzbu najprije mnozimo s 5, a zatim dodamo 8

1/1/1
—_ —_ —_ — — — :—4
4(3(255 6) :c+7>+a: 8 0,

(5 (Gr-6) —o+7)
==z - — = —-32.
1 \3 2£L‘ 6 r+7)+zx 3

1/1
3(291:—6) — x4+ 7+ 4r = —128,

Sada mnozimo s 4

1 sredimo /1

Zatim oduzmemo 7, pomnozimo s 3 i dodamo 6
1/1

“(Z, ——
3<2x 6>-+3x 35,

1
5% — 6+ 9z = —405,

1
§x + 9z = —399,

pomnozimo s 2

r + 18x = —798,
te konac¢no dobivamo 192 = —798

odnosno x = —42.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2026.
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Drugo rjeSenje.

Danu jednadzbu mozemo zapisati i ovako:

(o) o))

Mnozenjem redom dobivamo

1/1/1
(G (Gr-2-e+7)+a-8) - t bod
1/1 1 1 7
(g ryre—s) - 1 bod
1 1 1 7 1 8

- = LI D= 1 bod
120° 710 20t Tt 5T ©

Nakon toga jednadzbu sredujemo:

1 1 1 1 7 8
— —— 4+ - ]Jr=-84 ———=4+-. 1 bod
(120 20+5>x 10720 5 °
Zbog
1 11 1-6+424 19
4= " _ 7 2
20 20 5 120 120 boda
i
1 7 8 —-160+2-7+32 133
S e = 2 bod
T 203 20 20 o
jednadzba je ekvivalentna s
19 133
—r=—— 1 bod
120 20
te konacno slijedi x = —42. 1 bod
Trece rjesenje.
Danu jednadzbu mozemo zapisati i ovako:
1L/1/1/1
5<4 (3 (25‘6) ‘“7) ““S) =8
Mnozenjem i sredivanjem izraza na lijevoj strani redom dobivamo
1/1/1
1/1 5
5<4<—6x+5>—|—$—8>:—8 2 boda
1 5 5 )
(. e —8) =— 1
5( 24a:+4+:£ 8 8 bod
1 /19 27
S, ) = = 2
5 <24x 1 ) 8 boda
19 27
T2 3 1
1203: 50 8 bod
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Dalje dobivamo

19 27
o e 20 1
1201’ 8 + 20 bod
1
—9 T = ——133 1 bod
120 20
i konac¢no x = —42. 1 bod

Zadatak 0S-6.2.

Cetiri jednaka papira oblika kvadrata rasporedena su u
niz tako da se djelomicno preklapaju, a sve su im stra-
nice medusobno usporedne ili okomite. Svaki je sljedec¢i
kvadrat pomaknut u odnosu na prethodni za cCetvrtinu
duljine stranice kvadrata udesno i za isto toliko prema
gore (vidi sliku). Sva Cetiri papira zajedno tvore lik drugi kvadrat
Ciji je opseg za 132 cm vedéi od opsega jednog kvadrata.
Kolika je povrsina tako dobivenog lika?

prvi kvadrat

Prvo rjeSenje.

Neka je duljina stranice kvadrata a. Nakon svih lijepljenja nastaje lik kao na slici.

a
o 1
4 _ = 4 —
a 1 |
4 1 _ i a
ad) | |
L
L
I | a 7
| 4
a a
| a 7
4
a g
4
a 1 bod
Opseg (duljina ruba) tog lika iznosi 4-a +12- § = 7a. 2 boda
Kako je opseg lika za 132 cm vedi od opsega jednog kvadrata, vrijedi 7a = 4a + 132, 1 bod
te je 3a = 132, a = 44 cm. 1 bod
Lik je podijeljen na kvadrate sa stranicom duljine ia =11 cm. 1 bod
Takvih je kvadrata 37. 1 bod
Povrsina jednog takvog kvadrata je 11 - 11, tj. 121 cm?, 1 bod
pa je povrsina lika 37 - 121, tj. 4477 cm?. 2 boda
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Napomena: Ucenik moze dobiveni lik nadopuniti do kvadrata sa stranicom duljine 77
cm te od povrsine tog kvadrata, 5929 cm? (1 bod), oduzeti 12 povrsina kvadrata sa
stranicom duljine 11 cm, 12 - 121 = 1452 cm? (2 boda).

Konac¢no, 5929 — 1452 = 4477 cm? (1 bod).

Drugo rjeSenje.
Duljinu stranice (44 cm) jednog kvadrata odredimo kao u prvom rjesenju.

Podijelimo lik na pet dijelova kojima znamo izracunati povrsine, kao na slici (sve mjere
su u centimetrima).

44
a
|
11 '
P |
i B u
|
e L
L
| | |
! |
Py o n
14| P, :
Py A TR
P, 11 1
11 33

Vrijedi P, = 11-44 =484 cm? i P, = 11 - 33 = 363 cm?,

paje P, + P, = P; = Py = 484 4 363 = 847 cm?,

te vrijedi Ps = 44 - 44 = 1936 cm?.

Povrsina lika jednaka je P = P, + Py + P34+ Py + P = 3 - 847 + 1936 = 4477 cm?.

Zadatak 0S-6.3.
Odredi dva prirodna broja ¢iji je zbroj 108, najveci zajednicki djelitelj 12, a najmanji
zajednicki visekratnik 240.
Prvo rjeSenje.
Neka su a i b trazeni prirodni brojevi. Bududi da je najveéi zajednicki djelitelj D(a, b)
razli¢it od najmanjeg zajednickog visekratnika V(a, b) zakljuc¢ujemo da su a i b razliciti
brojevi. Pretpostavimo da vrijedi a < b. Nadalje, vrijedi
D(a,b) =12=2-2-3,
V(a,b) =240=2-2-3-2-2-5.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2026.
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Kako je D(a,b) = 12, brojevi a i b su oblika

a=2-2-3-x,
b=2-2-3.y,

pri ¢emu su x i y razliciti djelitelji broja 2 -2 -5 = 20 i vrijedi z - y = 20.

Kako je a < b, onda je i z < y. Brojevi x i y moraju biti relativno prosti, umnozak im
je 20, pa su jedine moguénosti (z,y) = (4,5) i (x,y) = (1,20).

Za (z,y) = (4,5) dobivamo da jea =2-2-3-4=481b=2-2-3-5 = 60. Za
(x,y) = (1,20) dobivamo dajea=2-2-3-1=12ib=2-2-3-20 = 240.

Prema uvjetu zadatka mora vrijediti da je a + b = 108.

Trazeni prirodni brojevi su 48 i 60.

Drugo rjeSenje.

Za prirodne brojeve a i b vrijedi da je njihov umnozak jednak umnosku njihovog najve-
¢eg zajednickog djelitelja D(a, b) i njihovog najmanjeg zajednickog visekratnika V(a,b),
tj. a-b=D(a,b)- V(a,b).

Neka su trazeni brojevi a i b. Prema uvjetima zadatka je a - b = 12 - 240.
Rastavimo li umnozak a - b na proste faktore dobit ¢emo a-b6=2-2-2-2-2-2-3-3-5.

Uocimo da je jedan od trazenih brojeva djeljiv s 5 jer se u rastavu umnoska a - b
pojavljuje jedan faktor 5. Neka je to broj a.

Kako je D(a,b) = 12, oba su broja djeljiva i s 12. Brojevi 5 i 12 su relativno prosti pa
je broj a djeljiv sa 60.

Ako je a = 60, tada je b = 48 jer je, prema uvjetu zadatka, a + b = 108. Za brojeve a
koji su veci od 60, zbroj a + b je veéi od 108.

Slijedi da su trazeni prirodni brojevi 48 i 60.

Napomena: Ako ucenik iz rastava umnoska a-b na proste faktore odredi tocno rjesenje,
a ne obrazlozi postupak i ne pokaze da je to jedino rjesenje (tj. da od ukupno 21 para
djelitelja broja 2880 samo par brojeva 48 i 60 zadovoljava uvjete zadatka), moze mu se
dodijeliti najvise 5 bodova.

Napomena: Ucenik moze zakljuciti da su brojevi a i b djeljivi s 12 jer je njihov najveci
zajednicki djelitelj jednak 12 (2 boda) te promatrati parove brojeva (x, y) za koje vrijedi
12z + 12y = 108 (3 boda) i racunati najmanji zajednicki visekratnik tako dobivenih
parova brojeva (a,b). Moguéi parovi su (12,96), (24,84), (36,72), (48,60) (4 boda). Po-
sljednji bod (1 bod) uceniku se dodjeljuje ako zaklju¢i da samo par (48, 60) zadovoljava
uvjete zadatka.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2026.
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Zadatak 0S-6.4.

Strijelac gada metu. Za svaki pogodak u srediste mete dobiva 9 bodova, za ostale
pogotke u metu dobiva 5 bodova, a za svaki mu se promasaj oduzimaju 3 boda. Kako
je imao los dan, nakon 16 hitaca postigao je ukupno 0 bodova. Koliko je puta strijelac
pogodio u srediste mete, a koliko je puta promasio metu?

Prvo rjeSenje.

Neka je s broj pogodaka u srediste mete, m broj pogodaka u ostale dijelove mete i
p broj promasaja, pri ¢emu je s,m,p € Ny i s+m + p = 16.

Vrijedi 9s + 5m — 3p = 0.

Kako je izraz 3p — 9s djeljiv je s 3, iz bm = 3p — 9s zakljucujemo da 5m mora biti
djeljivo s 3, odnosno m mora biti djeljiv s 3.

Odredimo moguce trojke (m, s, p) brojeva tako da u izraz 3p = 9s + 5m uvrstavamo
brojeve m djeljive s 3 i promatramo moguce vrijednosti za s i p. U zadnjem stupcu
provjeravamo vrijedi li s +m + p = 16.

m | 3p=9s+5m | s | p | broj hitaca u seriji s +m +p
0 p=3s 0} 0 0
1] 3 4
21 6 8
319 12
4| 12 16
51 15 20
3 p=3s+5H 0| 5 8
1] 8 12
2| 11 16
3] 14 20
6 | p=3s+10 | 0| 10 16
1| 13 20
91 p=3s+15 |0 15 24

Za m =9, zbroj s +m + p ¢e biti veci od 16, a to nije moguce

Dobili smo tri moguénosti koje zadovoljavaju uvjete zadatka. U prvoj je broj pogodaka
u srediste mete 4, a broj promasaja 12, u drugoj 2 i 11, a u trecoj 0 i 10.

Napomena: Ucenik predvidenih 6 bodova za tablicu dobiva ako je sustavnim proma-
tranjem trojki (m, s, p) odredio one za koje vrijede uvjeti zadatka. U pristupu koji je
prikazan po 2 boda se dodjeljuje za razmatranje svih moguénosti u svakom od slucajeva
m=0, m=3im=6.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2026.
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Drugo rjeSenje.

Neka je s broj pogodaka u srediste mete, m broj pogodaka u ostale dijelove mete i
p broj promasaja, pri ¢emu je s,m,p € Ny i s+m+p = 16. Vrijedi 95+ 5m — 3p = 0.

Iz s+m+p = 16 slijedi da je 3s+ 3m + 3p = 48, odnosno 3p = 48 — 35 — 3m. Kako je
9s+5m = 3p, vrijedi 9s+5m = 48 —3s—3m, odnosno 12s+8m = 48, tj. 3s+2m = 12.

Broj 12 djeljiv je s 3 i zapisan je kao zbroj pribrojnika 3s i 2m. Bududéi da je pribrojnik
3s sigurno djeljiv s 3, tada i 2m mora biti djeljiv s 3, odnosno m mora biti djeljiv s 3.

Uvrstavamo brojeve m djeljive s 3, te iz 3s +2m = 12 i p = 16 — s — m odredujemo
brojeve s i p.

1) Zam=0je3s=12, pajes=4ip=12.

2) Zam=3je3s=6,pajes=2ip=1L.

3) Zam=6je3s=0,pajes=0ip=10.

Uoc¢imo da ¢e za m > 6 broj s biti negativan, a to nije moguce.

Dobili smo tri moguénosti koje zadovoljavaju uvjete zadatka. U prvoj je broj pogodaka
u srediste mete 4, a broj promasaja 12, u drugoj 2 i 11, a u tre¢oj 0 i 10.

Trece rjesSenje.

Neka je s broj pogodaka u srediste mete, m broj pogodaka u ostale dijelove mete i
p broj promasaja, pri ¢emu je s,m,p € Ny i s+m+p = 16. Vrijedi 9s+5m — 3p = 0.

Iz s+m+p = 16 slijedi da je 5s + 5m + 5p = 80, odnosno 5m = 80 — Hs — 5p. Kako je
5m = 3p—9s, tada vrijedi 3p —9s = 80 — 5s — Hp, odnosno 8p —4s = 80 tj. 2p —20 = s.

Zakljucujemo da broj s mora biti paran broj.

Uvrstavamo parne brojeve s u izraz 2p — s = 20, te odredujemo p.
1) Za s =0 je 2p = 20, pa je p = 10.
2) Zas=2je2p=22 pajep=11.
3) Zas=4je2p=24 pajep=12.
U svakoj od dobivenih mogucnosti m mozemo izracunati iz m = 16 — s — p.

Uocimo da ¢e za s > 4 biti s + p > 16, a to nije moguce.

Dobili smo tri moguc¢nosti koje zadovoljavaju uvjete zadatka. U prvoj je broj pogodaka
u srediste mete 4, a broj promasaja 12, u drugoj 2 i 11, a u trecoj 0 i 10.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2026.
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Zadatak 0S-6.5.

U svako polje tablice s dva retka i tri stupca treba upisati po jedan broj. Brojeve 10,
13, 17 i 20 treba upisati u tablicu po jednom, a broj 18 dvaput. Na koliko se razlic¢itih
nacina to moze napraviti tako da zbroj brojeva u oba retka bude paran?

Prvo rjesenje.

Kako bi zbroj bio paran ili neparan nije bitno koji su pribrojnici, ve¢ jesu li oni parni
ili neparni.

Medu brojevima koje upisujemo u tablicu dva su broja neparna, a cetiri parna. Zbroj

u oba retka bit ¢e paran ako se u retku ne pojavljuje neparan broj (sva tri su parna)
ili su u retku oba neparna broja.

Parne (P) i neparne (N) brojeve u tablicu je, prema uvjetima zadatka, moguée raspo-
rediti na sljede¢ih 6 nacina.

N|IN|P N|P|N P|N|N
P P p
P P p
N|IN|P N|P|N P|N|N

U svakom od tih Sest rasporeda razlicite parne brojeve moguce je upisati na 4.3-2-1 = 24
nacina, ali zbog toga sto se broj 18 pojavljuje dvaput, ima 24 : 2 = 12 nacina.

Neparne brojeve mozemo upisati na 2 nacina.

Konacno, zadane je brojeve moguce u tablicu upisati na 6 - 12 - 2 = 144 razli¢itih
nacina.

Drugo rjeSenje.

Kao u prvom rjesenju zaklju¢ujemo da neparni brojevi moraju biti u istom retku.

Upisimo neparne brojeve 13 i 17 u isti redak. Redak je moguce odabrati na 2 nacina.
U odabranom retku te brojeve mozemo razmjestiti na 3 - 2 = 6 nacina.

Treéi broj u tom odabranom retku je neki od preostalih. Promotrimo dva slucaja.

Prvi slucaj. Ako u redak s brojevima 13 i 17 upisemo broj 18, onda u preostalom
retku brojeve 10, 18 i 20 mozemo rasporediti na 3 -2 -1 = 6 nacina.

Drugi sluéaj. Ako u redak s brojevima 13 i 17 ne upisemo broj 18, tada moramo
upisati jedan od brojeva 10 ili 20, tj. broj koji upisujemo mozemo odabrati na 2 nacina.
Tada u preostali redak moramo upisati jedan od brojeva 10 i 20 koji ve¢ nismo upisali.
To mozemo uciniti na 3 nacina. U svako od preostala dva polja upisujemo broj 18.

Tada je ukupan broj moguénosti jednak: 2-6- (6 + 2 - 3) = 144.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2026.
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Trece rjesenje.
Kao u prvom rjesenju zakljucujemo da neparni brojevi moraju biti u istom retku.

Najprije u tablicu upisujemo prvi neparan broj na 6 nacina. Za drugi neparan broj
polje u istom retku mozemo odabrati na 2 nacina.

Zatim upisujemo parne brojeve razlicite od 18 za Sto imamo 4 - 3 = 12 nacina.
Na kraju u preostala dva polja jos upisujemo dva broja 18 na jedan nacin.
Ukupan broj nacina je 6 - 2 - 12 = 144.

Cetvrto rjesenje.
Kao u prvom rjesenju zaklju¢ujemo da neparni brojevi moraju biti u istom retku.
Najprije u tablicu upisujemo dva broja 18 i promatramo dva slucaja.

Ako oba broja upisujemo u isti redak, polja u koja ih upisujemo mozemo odabrati na
6 nacina.

Ako brojeve upisujemo u razli¢ite retke, polja u koja ih upisujemo mozemo odabrati
na 9 nacina.

Nakon toga upisujemo preostale brojeve. U prvom sluc¢aju u retku s brojevima 18 mora
biti jos jedan paran broj, mozemo ga odabrati na 2 nacina, pa dobivamo 12 nacina.

U drugom slucaju moramo rasporediti brojeve 13 i 17 te 10 i 20 u razlicite retke sto
daje 8 razlicitih nacina.

Ukupan broj nacina je 6 - 1249 - 8 = 144.

Napomena: Ako ucenik, zanemarujuéi uvjet da se broj 18 pojavljuje dvaput, kao ko-

nacan broj razlicitih nacina rasporeda dobije 288 umjesto 144 dodjeljuje mu se najvise
6 bodova.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
7. razred — osnovna skola
24. veljace 2026.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO
TREBA | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak OS-7.1.

U jednoj se tiskari rabe dvije vrste tiskarskih pisaca, a trenutno svi tiskaju istu knjigu.
Sest pisaca prve vrste ispiSe 18 knjiga za 4 sata, a pet pisaca druge vrste ispise 5 knjiga
za 12 sati. Koliko bi ukupno knjiga ispisalo 15 pisaca prve vrste i 6 pisaca druge vrste

za 280 sati?

Rjesenje.

Sest pisaca prve vrste za 4 sata ispise 18 knjiga.

Tri pisaca prve vrste za 4 sata ispisu 18 : 2 = 9 knjiga.

Stoga, 15 pisaca prve vrste za 4 sata ispise 9 - 5 = 45 knjiga.
Konacno, 15 pisaca prve vrste za 280 sati ispise 45 - 70 = 3150 knjiga.
Pet pisaca druge vrste za 12 sati ispise 5 knjiga.

Jedan pisac¢ druge vrste za 12 sati ispiSe jednu knjigu.

Stoga, 6 pisaca druge vrste za 12 sati ispiSe 6 knjiga,

te 6 pisaca druge vrste za 4 sata ispise 2 knjige.

Konacno, 6 pisaca druge vrste za 280 sati ispise 2 - 70 = 140 knjiga.

Dakle, 15 pisaca prve vrste i 6 pisaca druge vrste za 280 sati ispise
3150 4 140 = 3290 knjiga.
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Zadatak 0S-7.2.

Za prirodne brojeve a, b i ¢ vrijedi D(a,b) = 6, D(a,c) = 21 i V(b,c) = 840. Odredi
sve moguce vrijednosti broja b.

Napomena. D(m,n) je najvedi zajednicki djelitelj, a V(m,n) najmanji zajednicki vise-

kratnik brojeva m i n.

Rjesenje.

Iz D(a,b) = 6 i D(a,c) = 21 zakljucujemo da je a djeljiv brojevima 2, 31 7. 1 bod
Broj b je djeljiv brojem 6, ali nije djeljiv brojem 7 jer bi inace D(a, b) bio barem 42. 2 boda
Broj ¢ je djeljiv brojem 21, ali nije djeljiv brojem 2 jer bi inace D(a,c) bio barem 42. 2 boda

Rastav broja 840 na proste faktore je 840 =23-3-5-7. 1 bod
Bududéi da vrijedi V (b, c) = 840 i ¢ nije djeljiv s 2, slijedi da je b djeljiv s 2% = 8. 2 boda
Takoder, b je djeljiv s 3, ali ne i sa 7, pa b moze biti
b=8-3=24 1 bod
ili
b=8-3-5=120. 1 bod

Zadatak 0S-7.3.

Dijagonale paralelograma ABCD sijeku se u tocki O. Neka su P, @), R i S redom
osnosimetri¢ne slike tocke O u odnosu na pravce AB, BC, CD i DA. Dokazi da je
cetverokut PQ RS paralelogram.

Rjesenje.
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U paralelogramu se dijagonale raspolavljaju, pa je |[AO| = |OC| i |BO| = |OD]|.

Tocke P i R su osnosimetricne slike tocke O obzirom na pravce AB i CD, pa je
PO 1L ABiOR 1L CD.

Kako su AB i C'D usporedni pravci, slijedi da tocke P, O i R pripadaju istom pravcu.
Sli¢no zakljucujemo da je O € )S, a pravac QS je okomit na pravce BC i DA.

Neka je E presjek pravca PR s pravcem AB i GG presjek pravca PR s pravcem C'D.
Promotrimo trokute BOE i DOG. Vrijedi:

e |<BEO| = |<DGO| = 90°,
« |BO| = 0D,
e |<FEOB| = |<GOD] jer su to vrsni kutovi.

Stoga su trokuti BOE i DOG sukladni prema poucku K-S-K.

Iz sukladnosti trokuta slijedi |FO| = |OG].

Zbog osne simetrije slijedi |PO| = 2|EO| = 2|0G| = |OR], tj. tocka O je poloviste
duzine PR.

Neka je F presjek pravca QS s pravcem BC' i H presjek pravca QS s pravcem DA.

Slicno kao gore zakljucujemo da su trokuti BFO i DHQO takoder medusobno sukladni
i vrijedi |[FO| = |OH|.

Slijedi |QO| = OS], tj. tocka O je poloviste duzine QS.

Dakle, dijagonale PR i QS &etverokuta PQRS se raspolavljaju, pa je taj cetverokut
paralelogram.

Zadatak 0S-7.4.

Na koliko se nacina po jedna bijela, plava, zelena, smeda i tri crvene stolice mogu
rasporediti u niz (jedna do druge) tako da svake dvije susjedne stolice budu razli¢itih
boja? Stolice se razlikuju samo po boji.

Prvo rjeSenje.

Na raspolaganju su 3 crvene stolice i 4 stolice ostalih boja, ukupno 7 stolica.
Oznacimo crvene stolice slovom C, a ostale stolice slovom X.

Ispisimo kako se crvene stolice mogu rasporediti u odnosu na ostale stolice.
Prvo ispisujemo sve mogucnosti u kojima su prva i treca stolica u nizu crvene.
To su: CXCXCXX, CXCXXCX, CXCXXXC

Nakon toga ispisujemo ostale moguénosti u kojima je prva stolica crvena.

To su: CXXCXCX, CXXCXXC, CXXXCXC

Konacno ispisujemo moguénosti u kojima prva stolica nije crvena.

To su: XCXCXCX, XCXXCXC, XCXCXX(C, XXCXCXC

Ukupno ima 10 rasporeda.
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Medusobnom zamjenom crvenih stolica (C) unutar bilo kojeg od ovih rasporeda ne¢emo
dobiti novi raspored jer su crvene stolice iste. Medutim, zamjenom bilo koje dvije od
ostalih stolica (X) dobit éemo novi raspored jer su te stolice sve medusobno razlicite.

Stolice bijele, plave, zelene i smede boje mogu se rasporediti na 4-3-2-1 = 24 nacina.
Ukupno, broj trazenih rasporeda stolica iznosi 10 - 24 = 240.

Napomena: Moguce je razmisljati i u obrnutom smjeru. Prvo rasporedimo necrvene
stolice na 24 nacina, Sto nosi 2 boda, pa nakon toga pokazemo da se crvene stolice
mogu rasporediti na 10 nacina, Sto nosi 6 bodova bodova. Zaista, Cetiri necrvene stolice
odreduju pet praznina (prije prve stolice, nakon prve stolice, nakon druge stolice, nakon

trece stolice i nakon Cetiri stolice) od kojih trebamo odabrati tri u koje stavljamo crvene
stolice. Dovoljno je odabrati dvije od tih pet praznina u koje nec¢emo staviti crvene

stolice, a to mozemo na — = 10 nacina.

Drugo rjeSenje.

Na raspolaganju imamo 3 crvene i po jednu bijelu, plavu, zelenu i smedu stolicu.
Oznacimo ih C, C, C, B, P, Z, S.

Sedam razlic¢itih stolica mozemo rasporediti na 7-6-5-4-3 -2 -1 nacina.

No, kako su tri crvene stolice iste, taj broj treba umanjiti onoliko puta na koliko se
nac¢ina mogu ispremjestati tri crvene stolice, a to je 3-2- 1.

Dakle, broj svih rasporeda stolica je

Od tog broja treba oduzeti broj rasporeda u kojima se crvene stolice nalaze jedna do
druge. Prebrojimo te rasporede.

Prvo prebrojimo koliko ima rasporeda u kojima su sve tri crvene stolice zajedno,
odnosno broj rasporeda niza (CCC), B, P, Z, S. Imaih 5-4-3-2-1 = 120.

Prebrojimo sada koliko ima rasporeda u kojima su dvije crvene stolice zajedno, a treca
nije kraj njih. Neka je (CC) par crvenih stolica koje u rasporedu stoje zajedno. Treba
rasporediti niz (CC), C, B, P, Z, S tako da (CC) i C ne budu zajedno.

Broj rasporeda tog niza je 6-5-4-3-2-1 = 720.

Medutim, ovdje smo dvaput prebrojali one rasporede u kojima su sve tri crvene stolice
zajedno (kao (CC)C i C(CC)), pa taj broj moramo oduzeti.

Dakle, broj rasporeda u kojima se to¢no dvije crvene stolice nalaze jedna do druge je

720 — 2 - 120 = 480.

Konacno, broj razli¢itih rasporeda stolica koji su u skladu s uvjetom zadatka je

840 — 120 — 480 = 240.
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Zadatak OS-7.5.

Odredi sve uredene trojke (z,y, z) racionalnih brojeva za koje vrijede jednakosti

TY=2—T—Y
Yz = — Y — 2

Zr=1Yy—z— 1.

Prvo rjeSenje.

Zbrajanjem prve i treée jednadzbe dobivamo z(y + z) = —2x, odnosno

z(y+z+2)=0. 2 boda

Analogno dobivamo

yz+z+2)=0, i zlx+y+2) =0. 1 bod
Ako je x = 0, tada iz prve polazne jednadzbe vidimo da je y = z. 1 bod
Uvrstavanjem u drugu polaznu jednadzbu dobivamo y? = —2y,
pajey=z=0iliy=2= -2 2 boda

Analogno zakljuc¢ujemo ako je y = 0ili z = 0.

Stoga, ako je barem jedan od x, y, z jednak 0, rjeSenja su

(z,y,2) € {(0,0,0),(=2,-2,0), (2,0, —2), (0, -2, —2)}. 1 bod

Inace, ako niti jedan od x, y i z nije 0, onda dobivamo sustav

y+z+2=0,
z+x+2=0,
r+y+2=0, 1 bod
¢ije je jedino rjeSenje (z,y,z) = (—1,—1,—-1). 2 boda
Drugo rjeSenje.
Iz vy = z — x — y slijedi
rYyt+r+y==2
wwtr+ty+l=2z+1
(z+D)(y+1)=2z+1 1 bod
Analogno, dobivamo
(y+1)z+1)=2+1 i (+)E+1)=y+1. 1 bod

Mnozenjem dobivenih jednadzbi dobivamo

(z+1D*(y+1)°z+1)?2 =+ 1Dy +1)(z+1). 1 bod
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Zakljucujemo da vrijedi

(z+Dy+1)z+1)=0 ili (z+1)y+1)(z+1)=1

Prvi slucaj.

Iz (z4+1)(y+1)(z+1) =0slijedi z = —1iliy = —1ili z = —1.
Akojex =—1,iz (v + 1)(y+ 1) = z + 1 slijedi z = —1.

Tada iz (z + 1)(x + 1) = y + 1 slijedi y = —1.

Slicno dobivamo za pretpostavke y = —1 ili z = —1, pa je u ovom slucaju jedino
rjeSenje (x,y,2) = (—1,—1,—1).

Drugi slucaj.

Iz(z+1)y+1)(z+1) =1i(z+1)(y+1) =2+ 1slijedi (z+1)(z+1) =1, tj.
(z+1)2=1.

Stogaje z+1=11li 24+ 1= —1, odnosno z =0 ili z = —2.

Za z=0,iz (z+ 1)(z + 1) =y + 1 dobivamo z = y.

Tada iz (x + 1)(y + 1) = z + 1 slijedi x = y = —2.

Za z=—2,iz (z+1)(x+1) =y + 1 dobivamo z + y + 2 = 0.

Tada iz (x +1)(y+ 1) = z + 1 slijedi xzy =0, tj. x =01ili y = 0.

Jedine trojke (z,y, z) koje zadovoljavaju uvjet (z + 1)(y + 1)(z + 1) = 1 su (0,0,0),
(0,-2,-2), (=2,0,-2), (-2, —2,0).

Trece rjeSenje.

Kao u prethodnom rjesenju dobivamo (z +1)(y+1) =2z+1, (y+1)(z+1) =z +11
(z+1)(z+1)=y+ 1L

Mnozenjem prve jednadzbe sa z + 1, druge s  + 1, a trece s y + 1, dobivamo
e+ Dy +1E+1)=(e+1)"=(y+1)"=(z+1)~

Slijedi da je |z + 1] = |y + 1| = |z + 1]

Takoder, kao u prethodnom rjesenju dobivamo da izraz (x + 1)(y + 1)(z + 1) ima
vrijednost 0 ili 1.

Iz(z+1Dy+1)(z+1)=0i|lz+1=ly+1=|z+1]slijediz =y =2=—1
Iz (x+1)(y+1)(2+1) = 1i|z+1| = |y+1| = |z+1] slijedi |z +1]| = |[y+1| = |z +1| = 1.
Dakle, za svaki od brojeva z, y i z vrijedi da su jednaki 0 ili —2.

Zbog uvjeta (x + 1)(y + 1)(z + 1) = 1 ili je jedna zagrada pozitivna i dvije negativne
ili su sve tri pozitivne, pa jedine trojke (z,y,z) koje zadovoljavaju uvjet su (0,0,0),
(0,2, -2), (=2,0,—-2), (—2,~2,0).
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
8. razred — osnovna Skola
24. veljace 2026.

AKO UCENIK IMA DRUGACHI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO

TREBA | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak 0S-8.1.
Za koje realne brojeve a su a(3a+4) i (a — 1)(a + 1) dva uzastopna cijela broja?
RjeSenje.
Neka je
m = a(3a +4) = 3a*> + 4a
n=(a—1(a+1)=a*>—1.

Brojevi m i n su dva uzastopna cijela broja ako je m =n+1ili m=n — 1.
Prvi slucaj. Neka je m =n+ 1, tj. 3a> +4a =a®> — 1+ 1.

Sredivanje dobivamo 2a” + 4a = 0, odnosno 2a(a + 2) = 0,

iz ¢ega slijedi a = 0 ili a = —2.

Drugi sluéaj. Nekajem =n —1,tj. 3a®> +4a =a%>—1—1.

Sredivanjem dobivamo

20> +4a+2=0
a>+2a+1=0
A+a+a+1=0
ala+1)+(a+1)=0
(a+1)(a+1) =0,

iz Cega slijedi a = —1.

Realni brojevi a za koje su m i n dva uzastopna cijela broja su a € {—2,—1,0}.

Zadatak 0S-8.2.

Trgovina ¢e cijenu nekog proizvoda sniziti dva puta, najprije 1. ozujka za k %, a potom
15. ozujka za m %. Nakon drugog sniZzenja cijena treba iznositi 49 % pocetne cijene.
Na koje se sve nacine to moze posti¢i tako da k i m budu prirodni brojevi manji od
1007
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Rjesenje.
Neka je ¢ pocetna cijena proizvoda.

k
Nakon prvog snizenja cijena proizvoda iznosi c - (1 — 100)

k m
A (B S
akon drugog nizenja cijena proizvoda iznosi ¢ 100 100

k
Prema uvjetu zadatka vrijedi ¢ - (1 — ) : (1 m ) = 0.49¢, odnosno

100 100
100 — k100 —m
. — 0.49.
100 100 049
Neka je a =100 — ki b =100 — m.

a b
=04 b=14 1¢ 1,2,3, ...
100" 100 0.49, odnosno a - b 900, pri ¢emu su a,b € {1,2,3,...99},

Rastav broja 4900 na proste faktore glasi 4900 = 2% - 52 - 72.

Vrijedi

Dielitelji broja 4900 manji od 100 su 1, 2, 4, 5, 7, 10, 14, 20, 25, 28, 35, 49, 50, 70, 98.
Uredeni parovi (a, b) koji zadovoljavaju uvjet a-b = 4900 su (50, 98), (98, 50) i (70, 70).

Za (a,b) = (50,98) je k =501im = 2.
Za (a,b) = (98,50) je k =2 im = 50.
Za (a,b) = (70,70) je k = m = 30.

Trgovina moze snizenje posti¢i na tri nacina:

— mnajprije snizi cijenu proizvoda za 50 %, a zatim za 2 %
— mnajprije snizi cijenu proizvoda za 2 %, a zatim za 50 %

— najprije snizi cijenu proizvoda za 30 %, a zatim za 30 %.

Zadatak 0S-8.3.

Odredi sve proste brojeve p za koje je i p? + 2 prost broj.

Rjesenje.

Neka je p = 2. Tada je 22 + 2 = 4 + 2 = 6, pa je zadani izraz sloZen broj.

Neka je p = 3. Tada je 32 +2 =9 + 2 = 11, pa je zadani izraz prost broj.

Neka je p > 3 prost broj.

Tada p nije djeljiv s 3, pa mora biti oblika p = 3k + 1 ili p = 3k + 2, gdje je k € N.
Za p = 3k + 1 slijedi

(3k+1)*+2
9k* +6k+1+2 =9k +6k + 3
= 3(3k* +2k+1).

p2+2

Dobiveni je izraz djeljiv brojem 3, pa nije prost broj.
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Za p = 3k + 2 slijedi
P2 = (Bk+2)%42
= Ok +12k+4+2=9k"+12k+6
3(3k* + 4k + 2).
Dobiveni je izraz djeljiv brojem 3, pa nije prost broj.

Dakle, p = 3 je jedino rjesenje.

Zadatak 0S-8.4.
Dokazi da svi ¢etverokuti ABC'D za koje vrijedi

|<BAD| = |[<CBA| = |<ADC| = 45°
i |AC| = 12 imaju jednaku povrsinu.
Prvo rjeSenje.

Pravac DC sijete AB u tocki E. Pravac BC sijece AD u tocki F.
Neka je |AF| ==z, |FD| =y i|AC| = 12.

Kako je |<BAD| = |<CBA| = 45°, slijedi da je ABF' jednakokracan trokut,
iz Cega slijedi |BF| = x.

Kako je |[<AFB| = 180° — 2 - 45° = 90°,

slijedi da je |[<DFC| = 90° te iz |[<F DC| = 45° slijedi |[<DCF| = 45°,

pa i trokut C'DF' jednakokracan,

iz Cega slijedi |FC| = y.

Trokut ACF je pravokutan trokut, pa je prema Pitagorinom poucku x? + y* = 122
Povrsina cetverokuta ABC'D jednaka je zbroju povrsina pravokutnih trokuta ABF i

CDF'. Stoga vrijedi
P(ABCD) = P(ABF)+ P(CDF)
zor y-y oy

= 9ty T
192 144

- 2 = _ 79
2 9

Dakle, svaki cetverokut koji zadovoljava uvjete zadatka ima povrsinu 72.
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Napomena: Analogno se moze promatrati pravokutne trokute AED i BCE.

Drugo rjeSenje.

Neka je tocka F sjeciste pravaca AB i C'D, tocka F' sjeciste pravaca AD i BC, a tocka
G sjeciste pravaca AC i BD.

Za svaki cetverokut koji zadovoljava uvjete zadatka vrijede sljedece tvrdnje.

Trokut AED je jednakokracni pravokutni trokut, pa je |AE| = |ED|. 1 bod
Trokut ABF je jednakokra¢ni pravokutni trokut, pa je |AF| = |BF]. 1 bod
Trokut CDF je jednakokra¢ni pravokutni trokut, pa je |F'D| = |FC|. 1 bod
Trokuti ACF i BDF su pravokutni i duljine kateta su im jednake, pa su oni sukladni. 1 bod
Zbog toga je |DB| = |AC| = 12. 1 bod

Duzine BF i DE su dvije visine trokuta ABD, a njihovo sjeciste, tocka C, ortocentar
je tog trokuta. 1 bod

Bududéi da tocka G pripada stranici BD, a duzina AG sadrzi tocki C, zakljué¢ujemo da
je duzina AG visina trokuta ABD, a duzina C'G visina trokuta BDC. 1 bod

Povrsina cetverokuta ABC' D jednaka je razlici povrsina trokuta ABD i BDC, pa je

Papep = Papp — Pppe 1 bod
= L IDB|-|AG| - 5 -|DB|-|c@
= £ IDB|- (A€ - |ccl)
= ;-]DB|~]AC| 1 bod
= 12212 =172 1 bod

Dakle, svaki cetverokut koji zadovoljava uvjete zadatka ima povrsinu 72.

Zadatak 0S-8.5.

Koliko ima peteroznamenkastih brojeva u ¢ijem se zapisu koriste tri razlicite znamenke,
a nijedna se znamenka ne pojavljuje vise od dva puta?
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Prvo rjeSenje.

Broj je peteroznamenkast, pa se to¢no dvije znamenke pojavljuju dva puta, a treca
samo jednom.

Mjesto na koje ¢e doé¢i znamenka koja se pojavljuje tocno jednom biramo na 5 nacina.

Preostaje cetiri mjesta te biramo na koja dva mjesta e biti iste znamenke. To mozemo
na jedan od tri nacina: aabb, abab i abba.

Dakle, imamo 5 - 3 = 15 nacina za odabrati na kojim mjestima ¢e biti iste znamenke.

Znamenku na mjestu desettisuéica (te eventualno onu koja joj je jednaka) moZzemo
odabrati na 9 nacina jer ta znamenka ne moze biti 0.

Prvu sljedeéu znamenku na najvecoj mjesnoj vrijednosti (te eventualno onu koja joj je
jednaka) mozemo takoder odabrati na 9 nacina jer mora biti razli¢ita od prethodne.

Preostalu znamenku (te eventualno onu koja joj je jednaka) moZzemo odabrati na 8
nacina jer mora biti razli¢ita od prethodne dvije.

Dakle, tri razlicite znamenke koje koristimo u peteroznamenkastom broju biramo na
9.9 -8 = 648 nacina.

Ukupno ima 30 - 648 = 9720 trazenih peteroznamenkastih brojeva.

Drugo rjeSenje.

Broj je peteroznamenkast, pa se tocno dvije znamenke pojavljuju dva puta, a treca
samo jednom.

Prvi sluc¢aj. Prebrojimo sve trazene brojeve koji ne sadrze nulu.

Znamenku koja se pojavljuje jednom mozemo odabrati i smjestiti na odgovarajuce
dekadsko mjesto na 9 - 5 nacina.

Za najvecu slobodnu mjesnu vrijednost biramo znamenku na 8 nacina, a na 3 nacina
biramo drugo dekadsko mjesto te iste znamenke.

Potom na 7 nacina biramo znamenku za preostala dva mjesta.

Ukupno, trazenih brojeva koji ne sadrze nulu ima 9-5-8-3 -7 = 7560.
Drugi slucaj. Prebrojimo sve trazene brojeve koji sadrze to¢no jednu nulu.
Nulu mozemo rasporediti na 4 mjesta (jer ne moze biti na vode¢em mjestu).

Za najvecu slobodnu mjesnu vrijednost biramo znamenku na 9 nacina, a potom na 3
nacina biramo drugo mjesto te iste znamenke.

Na kraju, na 8 nac¢ina biramo koja znamenku za preostala dva mjesta.
Ukupno, trazenih brojeva koji sadrze jednu nulu ima 4 -9 - 3 - 8 = 864.
Tredi slucaj. Prebrojimo sve trazene brojeve koji sadrze tocno dvije nule.

Osim nule pojavljuju se dvije znamenke. Vodeéu znamenku biramo na 9 nacina, a
preostalu znamenku razli¢itu od nule na 8 nacina.

Razlikujemo dvije moguénosti ovisno o tome pojavljuje li se vode¢a znamenka jednom
ili dvaput.
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Ako se vodeéa znamenka pojavljuje jednom, onda dvije nule mozemo rasporediti na
4-3

—— = 6 mjesta, jer niti jedna od njih ne moze biti na vodeéem mjestu, a njihovom
medusobnom zamjenom se ne dobiva novi broj. Znamenku za preostala dva mjesta

biramo na 8 nacina, pa u tom slucaju imamo 9 - 8 - 6 = 432 takva broja.

Ako se vodeca znamenka pojavljuje dvaput, onda na 4 nacina biramo drugo mjesto za
tu znamenku. Mjesto za znamenku koja se javlja jednom biramo na 3 nacina, a na
preostala dva mjesta moraju biti nule, pa u ovom sluc¢aju imamo 9-8-4-3 = 864 takva
broja.

Konacno, broj trazenih peteroznamenkastih brojeva je 7560+864+432+864 = 9720.

Napomena: U drugom rjesenju promatramo tri sluc¢aja, koji redom nose 3 boda, 2 boda
i 3 boda. U svakom od tih sluc¢ajeva moguce je kao u prvom rjesenju posebno prebrojiti
koliko ima odabira znamenki i koliko ima odabira pozicija na kojima su iste znamenke,
pa ta dva broja pomnoziti. Odabir znamenki redom po slucajevima nosi 2 boda, 1 bod
i 1 bod, dok odabir pozicija na kojima su iste znamenke nosi redom 1 bod, 1 bod i
2 boda.
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