ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE

1. razred - srednja Skola — B varijanta
24. veljace 2026.

AKO UCENIK IMA DRUKCIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO

TREBA | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-1.1.

Blagajnica Branka pogrijesila je vracaju¢i Ani ostatak novca: iznos koji je trebala
vratiti u eurima vratila je u centima, a iznos koji je trebala vratiti u centima vratila
je u eurima. Ne provjeravajuéi vraceni novac, Ana ga je spremila u prazni novéanik
i otisla u drugu trgovinu gdje je potrosila 4.45 eura. Nakon toga je primijetila da u
novcaniku ima tocno dvostruko vise novca nego sto joj je blagajnica Branka trebala
vratiti. Koliki je iznos blagajnica Branka trebala vratiti Ani ako je poznato da je taj

iznos manji od 100 eura?
Rjesenje.
Neka je x broj eura, a y broj centi koje je blagajnica trebala vratiti.

Blagajnica je trebala vratiti 100z + y centi, a vratila je 100y 4+ x centi.

Nakon sto je Ana potrosila 445 centi, u nov¢aniku joj je ostalo 100y + = — 445 centi.

Prema uvjetu zadatka, to je dvostruko vise od onoga sto je trebala dobiti pa vrijedi

100y + = — 445 = 2(100z + y).

Sredivanjem dobivamo 98y = 199x + 445, odnosno

_1%x+¥%_2$+4+3x+%
N 08 n 98

Y

Buduci da su z i y cijeli brojevi, mora vrijediti 3x 4+ 53 = 98k, k € Z.

Za broj eura i centi vrijedi 0 < x < 100, 0 <y < 100.

k— k —
Stoga za = = 98353 vrijedi 0 < 98353 < 100.

Sredivanjem slijedi 53 < 98k < 353, odnosno 1 < k < 3.

Za k = 3 slijedi 3z + 53 = 294, tj. x = 2} ¢ Z, $to nije moguce.
Za k = 2 slijedi 3x + 53 = 196, tj. = = % ¢ 7, sto nije moguce.
Za k =1 slijedi 3x 4+ 53 = 98, tj. = = 15.

Za x = 15 dobivamo y = 35. Blagajnica je Ani trebala vratiti 15.35 eura.
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Napomena: Moguce je i da ucenici izraze
199z + 445 3r + 445
— —Qp 4+ =T

4 9. 08

i nakon toga promatraju 3z + 445 = 98k. Istim postupkom dobivaju b < k£ < 7 i jedino
rjesenje se dobiva za k = 5. Takva rjesenja se boduju na isti nacin.

Iz 98y = 1992 + 445, tj. = = % ucenici mogu zakljuciti 0 < % < 100, sto
nosi 1 bod. Tada se sredivanjem dobiva 5 < y < 207, Sto nosi 1 bod. Eliminacija
mogucnosti y > 100 nosi jos 1 bod, a eliminacija svih mogu¢nosti 5 < y < 99 osim
y = 35 nosi 3 boda. Za zakljuc¢ak da je y = 35 i x = 15 jedino rjesenje i odgovor da je

blagajnica Ani trebala vratiti 15.35 eura dodjeljuje se 1 bod.

Zadatak se moze rijesiti i tako da se u postupcima zamijene uloge x i y, te se takvi
postupci boduju analogno.

Zadatak B-1.2.

Zadana je jednadzba
r—2a x+2a  da

24z x—2 4—2

a) Odredi vrijednost realnog parametra a za koji je 2026 rjesenje zadane jednadzbe.
b) Odredi sve vrijednosti realnog parametra a za koje zadana jednadzba nema
rjeSenja.
Rjesenje.
a) Uvrstavanjem x = 2026 u pocetnu jednadzbu dobivamo

2026 — 2a _ 2026 + 2a B 4a
2028 2024  —2024 - 2028°

Mnozenjem gornje jednadzbe s 2024 - 2028 i sredivanjem dobivamo

2024 - (2026 — 2a) — 2028 - (2026 + 2a) = —4a
da - (—1012 — 1014 + 1) = 2026 - 4
2026 - 4 2026

T 4-(—2025) 2025

b) Dana je jednadzba ekvivalentna s jednadzbom

Tz —2a x+2a 4a

242 r—2 (2—x)(2+2)
pri ¢emu mora vrijediti z # +2.
Mnozenjem gornje jednadzbe sa (2 — x)(2 + z) i sredivanjem dobivamo sljedeéi niz
ekvivalentnih jednadzbi:
(x—2a)-2—2)+(r+2a)- 2+2)=4a
20 — 22 — 4z + 2ax + 2z + 2% + 42 + 2ax = 4a
dar + 4x = 4a
z(a+1) =a.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2026.

1 bod

1 bod

1 bod

1 bod

1 bod

1 bod

2/24


se rješenja


Za a = —1 dobivamo 0 = —1, pa jednadzba nema rjeSenja.

Zaa%—ljex:ﬁ.

Iz uvjeta z # 2 slijedi a # —2.
Iz uvjeta = # —2 slijedi a # —%.

2
Dakle, dana jednadzba nema rjesenja za a € {—2, -1, —3} )

Zadatak B-1.3.

Za realne brojeve a, b i c razli¢ite od nule vrijedi

i1
a b ¢ a+b+c

Dokazi da je zbroj nekih dvaju od tih brojeva jednak nuli.
Rjesenje.
Nakon mnozenja pocetne jednadzbe s abe(a + b+ ¢) dobivamo:

be(a+b+c)+acla+b+c)+abla+ b+ c) = abe

abc + b2c + be? + a®c + abe + ac® + a*b + ab® + abc = abe.

Nakon pogodnog grupiranja i izluc¢ivanja slijedi:
c(a® + 2ab + b*) + c*(a + b) + abla +b) =0
Izlucivanjem zajednickog faktora (a + b) dobivamo:
(a+b)(c(a+b) + c*+ab) =0

Primijetimo da vrijedi

cla+b)+c+ab=ac+bc+c+ab=ab+c)+clb+c)=(b+c)(a+c).

Dakle, gornja jednakost se moze zapisati kao

(a+b)(b+c)a+c)=0.

Umnozak tri broja je jednak nuli ako je barem jedan od njih jednak nuli, sto daje:

a+b=0 i b+c=0 i a+c=0.

i time je tvrdnja dokazana.
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Zadatak B-1.4.

U polja tablice s 18 redaka i 18 stupaca upisani su redom prirodni brojevi od 1 do
324 tako da su u prvom retku redom slijeva nadesno upisani brojevi 1,2,3,...,18, a
u svakom sljede¢em retku narednih 18 uzastopnih prirodnih brojeva. Unutar tablice
odabran je kvadrat dimenzija 6 x 6. Ako zbroj neka tri od ¢etiriju brojeva u kutnim
poljima tog kvadrata iznosi 616, odredi koji broj moze biti u ¢etvrtom kutnom polju
tog kvadrata.

Rjesenje.
Neka je z broj u donjem desnom kutu kvadrata dimenzija 6 x 6.

Bududéi da svaki redak kvadrata sadrzi 6 brojeva, broj u donjem lijevom kutu je z — 5.

U tablici se brojevi u istom stupcu povecavaju za 18 pri prijelazu u sljedeéi redak.
Kako je broj u donjem desnom kutu pet redaka ispod gornjeg desnog kuta, slijedi da
je broj u gornjem desnom kutu jednak x —5- 18 =z — 90.

Broj u gornjem lijevom kutu je za 5 manji od broja u gornjem desnom kutu, pa je broj
u gornjem lijevom kutu jednak (x —90) — 5 = 2 — 95.
Dakle, ¢etiri kutna broja su x, x — 5,  — 90 i x — 95.

Zbroj tri od cetiriju kutna broja iznosi 616 pa razlikujemo cetiri slucaja.

806
U prvom slucaju je (x —5) + (x —90) + (x — 95) = 616, iz ¢ega dobivamo x = R sto

nije prirodan broj. Slucaj nije moguc.

716
U drugom slucaju je z + (z — 5) + (x — 95) = 616, iz ¢ega dobivamo = = ER Sto nije

prirodan broj. Sluéaj nije moguc.
U treéem slucaju je = + (z — 5) + (z — 90) = 616, iz Cega dobivamo x = 237. U tom
slucéaju broj u cetvrtom kutnom polju jednak je x — 95 = 142.

Broj 237 nalazi se u 14. retku i 3. stupcu tablice. Kvadrat Sirine 6 s donjim desnim
kutom u 3. stupcu protezao bi se ulijevo izvan granica tablice 18 x 18, pa taj polozaj
nije moguc.

U cetvrtom slucaju je x + (z — 90) + (x — 95) = 616, iz ¢ega dobivamo = = 267. U tom
slu¢aju broj u ¢etvrtom kutnom polju jednak je x — 5 = 262.

Broj 267 nalazi se u 15. retku i 15. stupcu tablice 18 x 18. Kvadrat Sirine 6 s donjim
desnim kutom u 15. stupcu proteze se ulijevo do 10. stupca, pa cijeli donji rub kvadrata
ostaje unutar istoga retka. Broj u gornjem lijevom kutu kvadrata nalazi u 10. retku,
pa je cijeli kvadrat dimenzija 6 X 6 smjesten unutar tablice 18 x 18.

Dakle, jedino rjesenje je 262.
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Zadatak B-1.5.

U trokutu ABC vrijedi |[AB| = 6 i |[AC| = |BC| = 9. Odredi zbroj udaljenosti
ortocentra tog trokuta od njegovih vrhova.

Prvo rjeSenje.

Neka je |[AB| =6 i |JAC| = 9 te neka su sjeciSta visina iz vrhova A, B, C' na stranice

BC, AC, AB redom tocke D, E, F. Sjeciste visina je ortocentar. Neka je to tocka O.

C

A F B

Bududi da je trokut ABC jednakokrac¢an, tocka F' je poloviste duzine AB. Stoga vrijedi
|AF| = |BF| = 3.

Prema Pitagorinom poucku za trokut AF'C' dobivamo

|CF| = /|AC|? — |AF]2 = V81 — 9 = 6v/2.
Povrsina trokuta ABC iznosi

AB|-|CF

S druge strane, vrijedi
_ |BC|-|AD|

Papc 5

Iz jednakosti povrsina slijedi

) |;4D| = 18v2
|AD| = 4v/2. 1 bod

Prema Pitagorinom poucku za trokut ABD dobivamo

|BD| = \/|AB|?> — |AD|? = /36 — 32 = 2. 1 bod
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Buduéi da je |[{ADB| = |[{OFA| = 90° i LBAD = {FAO (zajednicki kut), prema
K-K poucku o sli¢nosti trokuta slijedi da je AABD ~ AAFO. 1 bod

Stoga vrijedi

BD| _|AD|
— 1 bod
(OF| ~ |AF| °
2 42
|OF| 3
3v2
OF| = V2, 1 bod
4
3vV2 21v2
Kako je |OC| = |CF| — |OF] slijedi da je |OC| = 62 — ;I/_ = ZI/_ 1 bod
Prema Pitagorinom poucku za trokut AF'O dobivamo
9v2
|0A| = \/|AF2 + |OF]? = Z—. 1 bod
Bududi da je trokut ABO jednakokracan, vrijedi da je |AO| = |BO| = 4 1 bod
Konacno, zbroj udaljenosti ortocentra od vrhova trokuta jednak je
9v2  9vV2  21v2 392
|OA| +|OB| + |OC| = \/_—i— \/_4— \/_: \/_ 1 bod
4 4 4 4
Drugo rjeSenje.
Kao u prvom rjesenju uvodimo oznake i pokazujemo da vrijedi
ICF| = \/]AC|? — |AF|]? = /81 =9 = 6v/2.
U trokutu AFO kut £ FAO je komplementaran kutu LCBA, pa vrijedi
|{FAO| =90° — |[{CBA|.
. |AF|
Stoga vrijedi cos |[£FAO| = cos (90° — |[LCBA|) = 140 1 bod
. o |AF|
lijedi d AO| = .
iz Cega slijedi da je |AO| <03 (90° — [CBA]
Iz trokuta FBC zakljucujemo da vrijedi
. ICF] 6v2  2V2
£LCBA| = = = : 1 bod
sin | ] BC| 3 3 o
Bududi da je cos (90° — |[LCBA|) = sin|£CBA|, dobivamo da je
AF 2
AF] 5 ) 9\/_. 2 boda

| |:sin|ACC'BA|:2\3@:2\/§: 4
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Bududi da je trokut ABO jednakokracan, vrijedi |OA| = |OB)| 1

Takoder vrijedi
cos|[LCBA| V2

3
14 FAO| = tg (90° — |<CBA| = etg | {CBA| = o7 Cpi = =
3

(\V]

FO .
— PO obivamo

Sada iz tg (90° — [£CBA|) = 75
Bududi da je |CO| = |CF| - |FO, slijedi |CO| = 6v/2 — 32 = 212,
Konacno, zbroj udaljenosti ortocentra od vrhova trokuta jednak je

92 9vV2 21v2 392
Tt + = .

4 4 4

|AO| + |BO| + |CO| =
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — B varijanta
24. veljace 2026.

AKO UCENIK IMA DRUKCIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO
TREBA | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-2.1.

Napisi neku kvadratnu jednadzbu kojoj su rjesenja realni brojevi m i n takvi da vrijedi

Ym—Yn=2 i m+n=6(Vm?—mn+Vn?).

Rjesenje.
Rjesimo sustav i izracunajmo m i n.

Pomnozimo drugu jednadzbu s /m + /n:
(m 4 n)(/m + ¥/n) = 6(Vm2 — mn + Vn2)(m + /n). 2 boda
Mnozenjem i sredivanjem (ili primjenom formule za zbroj kubova) dobivamo
(m 4 n)(Y/m+ /n) = 6(m+n), 2 boda
te dijeljenjem s m + n (m 4+ n # 0 zbog prvog uvjeta u zadatku) slijedi

Vm+/n = 6. 1 bod

Rjesavanjem sustava

{%—%zz

Jm + /n =6.
dobivamo
Im=4, In=2, 2 boda
odnosno
m =64, n=_8. 1 bod

Trazena kvadratna jednadzba glasi
a(x —64)(x —8) =0, gdjejea#0, 2 boda

odnosno
a(x® — 72z +512) = 0.

Napomena: Ucenik moze napisati jednadzbu sa bilo kojim realnim brojem a # 0.
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Zadatak B-2.2.

U ovisnosti o realnom parametru a odredi u koliko se tocaka sijeku grafovi funkcija

fTR—=>R, f(zr)=alx+a)(x+a+2)

g:R—=R, g(x)=alx—2a)(x—2a+2)+ 24z.

Rjesenje.
Grafovi funkcija f i g se sijeku u tockama kojima apscisa x zadovoljava jednadzbu

a(x+a)(x+a+2)=a(r—2a)(x —2a+ 2) + 24x.

Pojednostavljivanjem se dobiva jednadzba 2a%x — 8x = a® — 2a>.

Zapisimo tu jednadzbu u obliku

22(a — 2)(a + 2) = a*(a — 2).

Za a = 2 jednakost vrijedi za svaki x € R, pa se grafovi funkcija f i g podudaraju.
Za a = —2 jednadzba nema rjesenja, pa se grafovi funkcija f i g ne sijeku.

Za a € R\ {—2,2} jednadzba ima jedinstveno rjesenje, pa se grafovi funkcija f i g
sijeku u toc¢no jednoj tocki.

Zadatak B-2.3.
Odredi duljinu kruznoga luka C'A kruznice opisane trokutu ABC kojemu duljine stra-

nica iznose

|AB| =3vV2—-+6, |BC|=2 i |AC|=2V3-2.

Rjesenje.
Oznacimo sa S srediste i s R polumjer kruznice opisane trokutu ABC.

Neka je ¢ = |<CSA| mjera kuta <C'SA izrazena u stupnjevima.
Tada za duljinu kruznog luka CA vrijedi |@] = Rm - %

Neka je f = |<CBA|. S obzirom da su <CBA i <CSA obodni i sredisnji kut nad
tetivom AC, vrijedi ¢ = 213.

Primjenom poucka o kosinusu na trokut ABC vrijedi
(2v3-2)2 =22+ (3v2 - v6)2—2-2- (32 — V/6) cos 3,

odnosno

cos,@zﬂ:

3v2 — /6

o5

2
Iz cos B = \é_ slijedi g = 45°.
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sijeku se


[AC|

Nadalje, vrijedi 2R = —,
sin 3

1 bod

iz Cega slijedi

23 -2
R— NG -6 — V2. 2 boda

Konac¢no, buduéi da je p = 25 = 90°, slijedi

ICA| = (V6 - \1/853 ™90 (V6 — \/i)g. 1 bod

Napomena: Duljina R polumjera opisane kruznice trokuta ABC moze se izracunati
i iz povrsine trokuta ABC', koju mozemo rac¢unati, na primjer, Heronovom formulom.
Taj dio rjeSenja nosi 3 boda. Povrsina P trokuta ABC iznosi P = 3 — /3, §to nosi

b 46 — 6v/2
2 boda. Nadalje, iz P — % slijedi R = \3f_\/§f — /6= /2, §to nosi jos 1 bod.

Zadatak B-2.4.

Odredi povrsinu mnogokuta koji je omeden grafovima funkcija

fTR=>R, f(z)=vVa2—-6zx+9—-2

g:R—=>R, g(x)=|z+3]—|z—2|
Rjesenje.
Funkciju f mozemo zapisati u obliku

fl@)=+(r—=3)2-2=|z—3]—2. 1 bod
Za funkciju f vrijedi:

r—3<0 = flr)=—2+3-2=—2+1,
r—320 = f(r)=2r—-3-2=x-05.

Funkciju f mozemo zapisati u obliku

@) = {—x—i—l, T <3,

r — 9, T = 3. 1 bod
Za funkciju g vrijedi:
r< -3 = g(x)=—r—-3+x—2= -5,
—3<zr<2 = gx)=x+34+zr—-2=2x+1,
r>22 = glx)=x+3—x+2=05.

Funkciju g mozemo zapisati u obliku

-5, r < -3,
glx)y=<2r+1, -3<x<2, 2 boda
9, T = 2.
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Nacrtajmo grafove funkcija f i g.

Y

Trazeni mnogokut je cetverokut kojem su dva vrha tocke u kojima se sijeku grafovi
funkcija f i g.

Jedno je sjeciste tocka za cije koordinate vrijedi —3 < x <2, x < 3 i
Yy=—-x + 17
y=2x+1,

i njene su koordinate (0, 1).

Drugo je sjeciste tocka za c¢ije koordinate vrijedi x > 3, x > 2 i
y =95,
Yy=x— 57

Preostala su dva vrha mnogokuta tocke s koordinatama (2,5), odnosno (3, —2).

i njene su koordinate (10, 5).

Povrsinu trazenog cetverokuta racunamo rastavljanjem na pravokutnik te tri trokuta,
kao na slici.

Trazena povrsina iznosi

.2 1-2 6-6
P=—"246-24—"4-" " =371
S0 24—+ ——=3

Napomena: Racunanje povrSine moguce je drugacijim podjelama na trapeze i trokute,
odnosno koristenjem formule za povrsinu trokuta kojem su dane koordinate vrhova.
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Zadatak B-2.5.

Svaku stranicu i dijagonalu pravilnog osmerokuta treba obojiti plavom ili crvenom
bojom. Na koliko se nac¢ina to moze napraviti tako da se rotacijom osmerokuta za 90°
oko njegovog sredista dobije isti raspored boja?

Rjesenje.
Neka je ABCDFEFGH zadani osmerokut i tocka S njegovo srediste.

U karakteristicnom trokutu ABS toga mnogokuta mjera kuta pri vrhu S iznosi
360°

= 45°, pa je kut koji zatvaraju duzine AS i C'S pravi.

Pri rotaciji osmerokuta za 90° oko tocke S u pozitivhom smjeru vrhovi mnogokuta
preslikavaju se na sljede¢i nacin:

A CH—E—G— A, B—Dw— F— Hw— B.

Stranice osmerokuta preslikavaju se na sljedec¢i nacin:

e AB— CDw+— EF — GH +— AB i te stranice trebaju biti obojane istom bojom,

e« BCU— DE+— FG+— HAw— BC' i te stranice trebaju biti obojane istom bojom.

Nadalje, dijagonale se preslikavaju na sljedec¢i nacin:

o AC— CE+— EG+— GAw— AC' i te duzine trebaju biti obojane istom bojom,
e AD— CF+— EH — GB+ AD i te duzine trebaju biti obojane istom bojom,

e AE — GC' +— AF i te duzine trebaju biti obojane istom bojom,

e AF— CHw— BE +— GD — AF i te duzine trebaju biti obojane istom bojom,
e BDw— DF — FH+— BH — BD i te duzine trebaju biti obojane istom bojom,

e BF +— DH — BF'i te duzine trebaju biti obojane istom bojom.

Za svaku od navedenih skupina duzina mozemo odabrati jednu od dvije boje, crvenu
ili plavu. Zato je ukupan broj odabira za stranice i dijagonale

2.2.2.2.2.2.2.2=28%=9256.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — B varijanta
24. veljace 2026.

AKO UCENIK IMA DRUKCIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO

TREBA | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-3.1.
Odredi umnozak svih realnih rjesenja jednadzbe x? —/2026 - x'°82026% = (.

Rjesenje.
Iz definicije logaritamske funkcije slijedi x > 0.

Zapisemo li zadanu jednadzbu u obliku z? = /2026 - 2'°82026 % te je logaritmiramo po
bazi 2026, dobivamo jednadzbu

logagag (952) = logynag (\/ 2026 - x1°g2026$> ]
Nadalje, primijenimo li svojstva logaritamske funkcije dobivamo sljedeci niz jednakosti:

1Og2026 (12) = logzogg (\/ 2026) + 10g2026 (x10g2026 w)

1
2loggges T = 2 + 10g9026 T - 1085096 =
1
(logaz6 x)z — 210gy096 T + B =0

Uvodenjem supstitucije logyges 2 = t jednadizba (10gyus 2)* — 21085026 z+ 3 = 0 se svodi
na kvadratnu jednadzbu t? — 2t + % = 0.

Rjesenja kvadratne jednadzbe jesu t;o =1+ g

12 10gg0 © = 1 + ¥2 slijedi z; = 20261+ i 2, = 2026~ %",

Kona¢no, umnozak rjesenja jednak je xy - xo = 20261% - 2026'~F = 20262,

Napomena: Rjesenja t; i to, odnosno z; i x5 nije potrebno racunati. Buduéi da vrijedi
x1 - Ty = 2026 - 2026 = 202612,
dovoljno je odrediti t; + t5. Taj zakljucak nosi 2 boda. Primjenom Vieteovih formula

znamo da za rjeSenja jednadzbe t? — 2t + % = 0 vrijedi t; +to = 2, tj. x1 - 15 = 20262,
sto nosi takoder 2 boda. Nije nuzno uvodenje supstitucije.
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Zadatak B-3.2.

Koliko ima peteroznamenkastih brojeva koji imaju tocno dvije razlicite znamenke?

Prvo rjeSenje.
Razmotrimo dva slucaja.

Prvo odredimo broj peteroznamenkastih brojeva koji sadrze to¢no dvije razli¢ite zna-
menke od kojih niti jedna znamenka nije znamenka nula. Dvije razli¢ite znamenke a i
b od kojih niti jedna znamenka nije nula mozemo odabrati na % = 36 nacina.

Peteroznamenkastih brojeva zapisanih pomoéu znamenaka a i b ima 2°.

Medu tih 2° brojeva zapisanih pomoéu znamenaka a i b nalaze se i brojevi zapisani
s to¢no jednom znamenkom, tj. brojevi aaaaa i bbbbb, koje trebamo izbaciti. Dakle,
peteroznamenkastih brojeva koji sadrze i znamenku a i znamenku b ima 25 — 2.

Stoga razli¢itih peteroznamenkastih brojeva koji sadrze to¢no dvije razli¢ite znamenke
od kojih niti jedna nije jednaka nula ima 36 - (2° — 2) = 36 - 30 = 1080.

Odredimo sada broj peteroznamenkastih brojeva koji su zapisani pomocu dvije razlicite
znamenke od kojih je jedna jednaka nula. Tada drugu znamenku a, razli¢itu od nule,
mozemo odabrati na 9 nacina.

Peteroznamenkastih brojeva su zapisani pomoc¢u znamenke a i nule ima 2* = 16. U tih
16 brojeva ubrojen je i broj aaaaa. Stoga peteroznamenkastih brojeva koji su zapisani
pomocéu znamenke a i znamenke 0 ima 2* — 1.

Dakle, razli¢itih peteroznamenkastih brojeva koji su zapisani pomocu toc¢no dvije raz-
licite znamenke od kojih je jedna jednaka nula ima 9 - (2% — 1) = 135.

Konac¢no, peteroznamenkastih brojeva koji su zapisani pomocu to¢no dvije razlicite
znamenke ima 1080 + 135 = 1215.

Drugo rjeSenje.
Neka su a i b znamenke koje se pojavljuju u zapisu broja, te neka je a vode¢a znamenka.

Ako broj sadrzi cetiri znamenke a i jednu znamenku b, tada imamo 4 moguénosti:
abaaa, aabaa, aaaba, aaaab.

Ako broj sadrzi tri znamenke a i dvije znamenke b, tada imamo 6 moguénosti: abbaa,
ababa, abaab, aabba, aabab, aaabb.

Ako broj sadrzi dvije znamenke a i tri znamenke b, tada imamo 4 moguénosti: aabbb,
ababb, abbab, abbba.

Ako broj sadrzi jednu znamenku a i ¢etiri znamenke b, tada je samo jedna moguénost

abbbb.

Dakle, imamo 4 + 6 + 4 + 1 = 15 mogu¢ih rasporeda znamenaka a i b.

Za svaki od tih rasporeda znamenku a mozemo odabrati na 9 nacina (to moze biti bilo
koja znamenka osim nule).

Takoder i znamenku b mozemo odabrati na 9 nacina (to moze biti bilo koja znamenka
osim znamenke a).

Stoga je broj svih peteroznamenkastih brojeva koji imaju to¢no dvije razli¢ite znamenke
jednak 15-9-9 = 1215.
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Zadatak B-3.3.

Pjescani sat sastoji se od dva sukladna uspravna stosca sa
zajednickim vrhom spojena tako da pijesak prolazi kroz vrh
Pijesak zauzima toc¢no polovinu
ukupnog volumena pjes¢anog sata, a da bi sav pijesak iscurio
iz gornjeg dijela sata u donji, potrebno je 125 sekundi. Kada
je sav pijesak u gornjem dijelu sata pustimo ga da curi.
Koliki ¢e biti omjer visina pijeska u donjem i gornjem dijelu

iz jednog dijela u drugi.

sata nakon 98 sekundi?

Rjesenje.

T2

ha

r

Neka je h visina jednog od dva dijela pjescanog
sata. Neka su hy i hy redom visine pijeska u donjem
i gornjem dijelu sata nakon 98 sekundi.

Neka je r polumjer baze jednog dijela pjescanog
sata, a ro polumjer baze stosca kojeg ¢ini pijesak u
gornjem dijelu sata nakon 98 sekundi, kao na slici.
Poprecni presjeci tih dvaju stozaca su slicni, pa
vrijedi ro : r = ho : h.

Dio pijeska koji se nalazi u donjem i dio pijeska koji
se nalazi u gornjem dijelu sata zajedno ¢ine citav
jedan stozac, tj. neispunjeni dio donjeg stosca su-
kladan je ispunjenom dijelu gornjeg stosca. Stoga
vrijedi h = hy + hs.

Dio pijeska u gornjem stoscu ¢e iscuriti za preostalih 27 sekundi, a buduéi da se obujam
stosca jednoliko smanjuje tijekom vremena, zakljucujemo da je omjer obujma pijeska
u gornjem stoscu i obujma ukupnog pijeska jednak 27 : 125.

Obujam ukupnog pijeska je %T27Th, a obujam pijeska u gornjem dijelu je %T%ﬂ'hg.

1 1
Dakle, vrijedi 27 : 125 = grgwhz : §r27rh = h3 1 h?, iz ega slijedi hy = %h.

Bududi da je h = hy + ho, dobivamo da je hy : ho =2 : 3.
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Zadatak B-3.4.

Ako su z, y i z realni brojevi takvi da vrijedi

tgx = 2cosvy, tgy =3cosz 1 tgz=Tcosx,
odredi cos 2.
Rjesenje.

Zapisemo li tangens kao omjer sinusa i kosinusa te kvadriramo zadane izraze, dobivamo
sljededi niz jednakosti

.2 2 2
sin” x sin” y sin® z
5 = 4cos?y, 5 = 9cos? 2, > =49 cos® z. 2 boda
cos?x cos?y cos? z
Koriste¢i osnovnu relaciju medu trigonometrijskim funkcijama sin?a = 1 — cos® a,

zamijenimo u dobivenim jednadzbama funkciju sinus funkcijom kosinus

1— 2 1— 2 1— 2
SIS R 9cos? z, L A 49 cos? . 1 bod

= 4 cos? Y, 5 5
cos® y cos® 2

cos? x
Uvedemo li supstitucije cos? z = a, cos?y = bicos? z = ¢ zadatak svodimo na rjeSavanje
sljedeceg sustava jednadzbi

l—a 1—-0 1—c

—4b, =9

= 49q.
a b c 4

Budu¢i da trebamo odrediti realan broj a eliminirajmo nepoznanice b i c. Izrazimo li

1 —b 9
iz trece jednadzbe ¢ = ———— te uvrstimo u drugu dobivamo = . 2 boda
49a + 1 b 49a + 1
o . .. . . . 49a +1 . . . .
Nadalje, izrazimo li iz dobivene jednadzbe b = 190 110" i uvrstimo u prvu jednadzbu
a
1— 4(49a + 1
dobivamo jednadzbu ¢ _ (49a + ), 1 bod
a 49a + 10
koja se sredivanjem svodi na kvadratnu jednadZbu 49a* — 7a — 2 = 0. 1 bod
2 2
Jedino pozitivno rjesenje te jednadzbe je a = 7 pa zaklju¢ujemo da je cos®x = = 1 bod
Buduéi da je cos 2z = cos? z — sin®x = 2cos? z — 1, 1 bod
2
dobivamo cos2x = 2 - - 1= —i. 1 bod

Napomena: Bududi da je cos 2z = cos? z—sin? x = 1—2sin? z, sve tri zadane jednakosti

mozemo zapisati i pomocu funkcije sinus pri ¢emu dobivamo sljedeéi sustav
sin? z

.2
—————— =9-—9sin" 2 —_—
1 —sin?y ’ 1 —sin? 2

=2 i 2
sin® x _ 4 4sin?y, sIn”y =49 — 49sin® z.

1 —sin?x

Eliminacijom sin?y i sin? z dobivamo jednadzbu 49sin*z — 91sin?z 4+ 40 = 0, ¢ija
rjeSenja su g i %. Buduéi da je sinz < 1, zakljuéujemo sin®z = % icos2xr = —%.

Pojedini zakljucci vrednuju se analogno kao i u ponudenom rjesenju.
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Zadatak B-3.5.

Neka je pravokutnik ABCD takav da je |AB| = 12 i |BC| = 30. Tocka E nalazi se na
stranici AD, a tocka F na stranici BC tako da se kruznice opisane trokutima ABE i
CDF dodiruju. Ako je |[AE| =9, odredi duljinu duzine CF.

Prvo rjeSenje.

Neka je G srediste kruznice opisane trokutu ABE, H srediste kruznice opisane trokutu
CDF, te neka je tocka T sjeciste duzina GH i E'F. Duljinu duzine C'F' oznac¢imo s x.

A 9 E 21 D
. T
12 G T"._ o 12
B | F T C
| 30 — |

Bududi da su trokuti ABE i CDF pravokutni, hipotenuza BE je promjer kruznice
opisane trokutu ABE, a hipotenuza F'D promjer je kruznice opisane trokutu C'DF'. 1 bod

Iz pravokutnog trokuta ABE primjenom Pitagorina poucka dobivamo

|BE| = V122 + 92 = 15. 1 bod

Analogno, iz pravokutnog trokuta C'DF slijedi 2r = |F'D| = /122 + 2. 1 bod
Bududi da se kruznice opisane trokutima ABE i CDF dodiruju izvana, zbroj njihovih
polumjera jednak je udaljenosti njihovih sredista, tj. vrijedi |GH| = 7.5+ r. 1 bod

Kako je duzina GT srednjica trokuta BFE, a duzina TH srednjica trokuta DEF,
prema poucku o srednjici trokuta slijedi

1 30 — 1 21
GT| = - -|BF|=>—" i |TH|=_|DE|="—. 2 boda
2 2 2
Iz jednakosti |GT| + |TH| = |GH| = 7.5 + r dobivamo jednadzbu
30 — 21 1
2x+§:7.5+§.w/122+$2, 1 bod

koja se sredivanjem svodi na jednadzbu
36 —x =144 + 22 1 bod

Kvadriranjem dobivamo jednadzbu (36 — x)? = 144 + 22, ¢ije je jedino rjeSenje x = 16. 1 bod

Rjesenje zadovoljava jednadzbu 36 — x = v/144 + 22, pa vrijedi |C'F| = 16. 1 bod
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Drugo rjeSenje.

Smjestimo pravokutnik ABC'D u koordinatni sustav kao na slici. Neka je G srediste
kruznice opisane trokutu ABFE, te H srediste kruznice opisane trokutu C' DF'.

y
A(0,12) £(9,12) D(30,12)
G r

H
B(0,0) F(f,0) C(30,0)x

Koordinate vrhova pravokutnika i istaknutih tocaka su A(0,12), B(0,0), C(30,0),
D(30,12), E(9,12), F(f,0).

Srediste trokutu ABFE opisane kruznice je poloviste hipotenuze BE, pa su koordinate
. 9
tocke G | =,6 ).
2
Analogno, srediste trokutu C'DF opisane kruznice je poloviste hipotenuze DF’, pa su

koordinate tocke H (?)();_f, 6).

Iz pravokutnog trokuta ABE primjenom Pitagorina poucka dobivamo

|BE| = V127 + 9% = 15.

Analogno, iz pravokutnog trokuta CDF slijedi 2r = |FD| = /122 + (30 — f)2.
Budud¢i da se kruznice opisane trokutima ABFE i C'DF dodiruju izvana, udaljenost
izmedu njihovih sredista jednaka je zbroju njihovih polumjera, tj. vrijedi

15

S druge strane, udaljenost izmedu tocaka G i H jednaka je razlici njihovih apscisa, tj.
vrijedi
30 9 21
TeT (I
2 2 2

[zjednacavanjem izraza za |GH| i uvrStavanjem izraza za r, dobivamo jednadzbu

m+f_g§+}
2 2 2

/122 4+ (30 — f)2.

Sredivanjem dobivamo jednadzbu 6 + f = /144 + (30 — f)2.
Kvadriranjem dobivamo (6 + f)? = 144 + (30 — f)?, ¢ije je jedino rjeSenje f = 14.
To rjeSenje zadovoljava 6 + f = /144 + (30 — f)?, pa je |CF| = 30 — 14 = 16.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — B varijanta
24. veljace 2026.

AKO UCENIK IMA DRUKCIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO
TREBA | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-4.1.
Odpredi prirodnu domenu funkcije

Va2 —16

fw) = logg_, (22 4+ 3z — 10)

Rjesenje.

Izraz pod korijenom treba biti nenegativan, tj. treba vrijediti 22 — 16 > 0,

Sto vrijedi za x € (—oo, —4] U [4, 400). 1 bod
Argument logaritamske funkcije treba biti pozitivan, tj. treba vrijediti 22+3x—10 > 0, 1 bod
sto vrijedi za © € (—o0, —5) U (2, +00). 1 bod
Baza logaritma treba biti pozitivan broj razlicit od 1, tj. treba vrijediti 6 —x > 0 i
6 — 2 # 1, odnosno = € (—o00,6) \ {5}. 1 bod
Nazivnik treba biti razli¢it od 0, pa mora vrijediti logg_, (2% + 3z — 10) # 0. 1 bod
-3+ 53
Dakle, treba vrijediti 2 4+ 32 — 10 # 1, odnosno x # — 1 bod
Bududi da svi uvjeti moraju vrijediti zaklju¢ujemo da je prirodna domena funkcije f
-3+ 53

presjek sva tri navedena skupa iz kojeg trebamo iskljuciti — 1 bod

-3+ 53 -3 — /53
Vrijedi +2 ¢ (—oo0, —4] U [4, +00), pa moramo iskljuéiti samo broj —5
koji je manji od —5. 1 bod
Konacno, trazena prirodna domena funkcije f je

-3 — /53
Dy = ((—o0,—5)U[4,6)) \ {2,5} . 2 boda
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Zadatak B-4.2.

Neka je (x,)nen niz realnih brojeva takav da za sve n > 2 vrijedi
1 +2To+ ... +Tp1 + Ty :nzxn.
Ako je T = 1013, koliko je 1:2026?

Prvo rjeSenje.
Iz 21+ 2o+ ... + Tp1 + @, = N2y, slijedi
T+ 20+ ..+ 2y =02, — 1, = (n? = 1)z, 1 bod
Primijenimo i 1 + @2+ ...+ 2, o +x,_1 = (n—1)%1,_1, zakljuCujemo da za sve n > 2
vrijedi
(n— 121, 1 = (n* — 1)z,. 2 boda

Dijeljenjem sa n? — 1 (3to je razlicito od 0 jer je n > 2) dobivamo

—1)? 1
T, = uxn_l = an_l. 2 boda
n?—1 n+1
Slijedi
n—1 n—1 n-—2 n—1n-—2 3 21 2 4 boda
:Un: xni _ . xni — i .. — . e e e — e — xrH = — 1.
n+1"""n+1 n ? n+1 n 543" (n+Dn!
Trazeni ¢lan iznosi
— 2 1013 = — 1 bod
12026 = 5097 - 2026 = 2027 ©

Drugo rjeSenje.
1 1
Iz 21 + 29 = 2% - 5 slijedi da je 25 = gxl, aiz xy + a9 + 23 =3%- 23 da je 23 = Bxl.

1 1 1

Sli¢no dobivamo x4 = Exl’ Ty = 1—5931, T = ixl’ itd.
Na temelju ovih formula postavljamo hipotezu da opcenito vrijedi
! eN 2 bod
Ty = Ty, N . oda
1+2+...+n""
1 2
Budu¢idajel+2+...4+n= M’ hipoteza glasi x,, = M asven e N. 1 bod
2 n(n+1)

Tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom. Baza indukcije za n = 1 ocito vrijedi.

2x
Neka je k > 2 prirodni broj i pretpostavimo da tvrdnja z,, = et . vrijedi za sve

n(n+1)

prirodne brojeve n < k. 1 bod
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Tada iz 1 + 29 + -+ - + 241 + 25 = k%x;, dobivamo

(k‘2—1)l'k:$1—|-1'2+...—|—l'k_1

1 1
=T+ -1+ 1+, +

3776 Kk — 1)
1 1 1 1 1
1 k—1
:2<1—k>.’171:2k$1, 1 bod

pri cemu smo prvo iskoristili pretpostavku indukcije, a nakon toga jednakost

2:2-<1—1) zam=1,2 ... k—1
m(m + 1) m—+1 m
Slijedi
T e )™ kk—Dk+ DT Kk 1) ©
¢ime smo pokazali da tvrdnja vrijedi za n = k. Time je dokaz indukcijom zavrsen.
Uvrstavanjem n = 2026 i x; = 1013, slijedi
2 1013 = L 1 bod
2026 = 9027 - 2026 ~ 2027

Napomena: Moguce je kombinirati oba prikazana pristupa. Ako ucenik pokaze jedna-

kost (n — 1)%z,_1 = (n? — 1)z, S$to nosi 3 boda, i postavi hipotezu =, = ———,

( ) tn-1 = ( ) p p nn D)

sto nosi takoder 3 boda, tada je dokaz hipoteze indukcijom jednostavniji i nosi 3 boda,
1

pri ¢emu se zapis baze i pretpostavke ne boduje. Za izracunavanje g = 2097 se

dodjeljuje 1 bod kao u prikaznim rjesenjima.

Zadatak B-4.3.

1\6
Odredi pozitivan realni broj a takav da u razvoju binoma (a:ﬁ + 2) po potencijama
x

od z koeficijent uz 2% bude za 52 veéi od koeficijenta uz z~°.

Rjesenje.

6
Razvoj binoma (ax + 2) po potencijama od x glasi
x

(aa: + ;)6 = 26: (Z) (ax)®F <;2>k 1 bod

k=0
1\*
Potencija z° se postize za 257 - <2> =15 1 bod
x
Tada je 6 — k — 2k = 6, odnosno k£ = 0. 1 bod
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Stoga je koeficijent uz z° jednak ( ) 1 bod

1

Potencija =2 se postize za % ( 1 bod
x?

Tada je 6 — k — 2k = =9, tj. 1 bod
6

Stoga je koeficijent uz 79 jednak (5) a®® = 6a. 1 bod

Prema uvjetu zadatka vrijedi a® = 6a + 52.

Jedno rjesenje ove jednadzbe je a = 2. 1 bod
Ako se nacrtaju grafovi funkcija f(z) = 2% i g(z) = 6x + 52 vidimo da se sijeku samo

u jednoj tocki za x > 0, stoga je a = 2 jedino pozitivno rjesenje. 2 boda
y
120

110

100

Napomena: Ako se binom razvije kao
1\6 6 /6 (1 6—k
(e +33) - 2 <k) @ ()
tada se 2° postiZze za k =6, a 27 za k = 1.

Jedinstvenost rjeSenja a = 2 jednadzbe a® = 6a + 52 moze se pokazati i algebarski.
Za 0 < a < 2 vrijedi

a® =a® - a < 32a = 6a + 26a < 6a + 52,

a za a > 2 vrijedi
a® =a® - a > 32a = 6a + 26a > 6a + 52.
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Zadatak B-4.4.

Nad stranicama trokuta ABC' konstruirani su prema van kvadrati BAEF, CBPQ i
ACMN. Ako vrijedi |BC| = 6, |AC| = 5 i kut |[<ACB| = 135°, kolika je povrsina
sesterokuta EFPQMN?

Rjesenje.

Neka su «, £ iy redom mjere unutranjih kutova trokuta ABC' pri vrhovima A, B i C,
te neka je o/ = |[<NAE|, f' = |<FBP|ivy = |<QCM]|.

N M
Q
o ol
AL Y P
g
B3
E
F
Vrijedi
o' =360° —90° — 90° — a = 180° — «

i analogno

B=180° — B, 7 = 180° — 7. 1 bod
Povrsina trokuta ABC' se moze izraziti na sljedeé¢e nacine:

absiny  besina acsin

P = = = . 1 bod
2 2 2 °
Slijedi
Py — acsin 3 _ acsin(180° — ) _ acsin 3 _p 1 bod
2 2 2
i analogno
absin v/ besin of
PMCQ: 5 = I, PEAN: B =P 2 boda
bsi 5:-6 V2 15y2
Veijedi p = sy _5-6 v2_ 152 1 bod
2 2 2 2
Prema poucku o kosinusu vrijedi
2 2, 12 2 | 2 V2
 =a®+b*—2abcosy =62 +5 +2-6-5-7:61+3O\/§. 2 boda
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može se


Povrsina Sesterokuta EFPQM N iznosi

P,=4AP+d®+ b+

151/2
:4-2\/_+36+25+61—|—30\/§

= 122 4+ 60V/2.

Zadatak B-4.5.

Na koliko nacina Sest parova moze sjesti u jedan red kazalista koji ima 20 mjesta, ako
svaki par zeli sjediti zajedno?

Rjesenje.

Svaki par zauzima dva mjesta; nazovimo ih blok mjesta.

Kad svi parovi sjednu bit ¢e popunjeno Sest blok mjesta i osam mjesta ¢e ostati prazno.
Stoga ¢emo promatrati kao da na raspolaganju imamo 14 mjesta.

Blok mjesta se mogu odabrati na (164

) nacina.
Kad se odaberu blok mjesta Sest parova se moze rasporediti na 6! nacina.

Svaki par se moze smjestiti na odabrano blok mjesto na 2 nacina, sto za Sest parova
daje ukupno 2° moguénosti.

Ukupni broj trazenih razmjestaja iznosi (164 ) - 6! 26,

Napomena: Umjesto da promatra na koliko nac¢ina se mogu odabrati blok mjesta,
ucenik moze promatrati broj nac¢ina odabira praznih mjesta koji je jednak (184).

Nadalje, umjesto zasebnog biranja blok mjesta i rasporedivanja parova na ta mjesta,
14
moze se redom rasporedivati parove na 14 -13-12-11-10-9 = ( 6 > - 6! nacina, sto

nosi 4 boda.

Ucenik moze, ali ne mora izracunati pripadne vrijednosti:

14 14
(6> = (8) = 3003, 6! = 720, 20 — 64,

14
(6) - 6! - 25 = 138378 240.
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