SKOLSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — A varijanta
26. sijecnja 2026.

AKO UCENIK IMA DRUKCIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO
TREBA | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-1.1.

Izracunaj

20273 4 2025° 4052 20273 — 2025°
22 42027 - 2025 40522 — 2027 - 2025

Prvo rjeSenje.

Faktoriziranjem brojnika dobijemo

2027% + 2025° 1052 20273 — 2025°
22 42027 - 2025 40522 — 2027 - 2025

(2027 + 2025)(20272 — 2027 - 2025 + 20252)

22 4 2027 - 2025
(2027 — 2025)(20272 + 2027 - 2025 + 20252)

40522 — 2027 - 2025

—4052 - 2 boda

Primijetimo prvo da je 2 = 2027 — 2025 i 4052 = 2027 4 2025. Stoga je

(2027 + 2025) (20272 — 2027 - 2025 + 2025%)
(2027 — 2025)2 + 2027 - 2025
(2027 — 2025) (20272 + 2027 - 2025 + 2025?)

(2027 + 2025)2 — 2027 - 2025

—4052 - 2 boda

Raspisivanjem nazivnika imamo

(2027 + 2025)(20272 — 2027 - 2025 + 2025?)

20272 — 2027 - 2025 + 20252
(2027 — 2025)(2027% + 2027 - 2025 + 20252)

20272 + 2027 - 2025 + 20252 ’

—4052 - 1 bod

te konacno

= 2-(2027 + 2025) — 4052 - (2027 — 2025) = 2 - 4052 — 4052 - 2 = 0 1 bod
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Drugo rjeSenje.

Brojnike mozemo faktorizirati

20273 + 2025% = (2027 4 2025) - (2027% — 2027 - 2025 + 2025?)
2027% — 2025 = (2027 — 2025) - (2027% + 2027 - 2025 + 2025%).

S druge strane, nazivnike mozemo zapisati kao

22 4 2027 - 2025 = (2027 — 2025)% + 2027 - 2025 = 2027% — 2027 - 2025 + 2025
40522 — 2027 - 2025 = (2027 + 2025)% — 2027 - 2025 = 20277 + 2027 - 2025 + 20257,

Konacno, vidimo da je

. 20273 + 2025° 4052 - 2027% — 2025°
22 42027 - 2025 40522 — 2027 - 2025
= 2-(2027 + 2025) — 4052 - (2027 — 2025)
= 2-4052 —4052-2 =0.

Trece rjesenje.

Rac¢unamo
2027° 4 2025° = 16632159308, 22 + 2027 - 2025 = 4104679.

Stoga je
2027° +2025° 16632159308

22 4+ 20272025 4104679

= 4052.

Sliéno imamo

2027% — 2025% = 24628058, 4052% — 2027 - 2025 = 12314029,

odnosno

2027% — 2025° 24628058
40522 — 2027 - 2025 12314029
Konacno
20273 + 20253 20273 — 20253
027" + 2025 4052 027 02 = 24052 — 4052 -2 = 0.

92190272025 40522 — 2027 - 2025

Napomena: U drugom rjesenju, sredivanje jednog nazivnika nosi 2 boda, neovisno o

kojem se nazivniku radi, a sredivanje drugog nosi jos 1 bod.

Zadatak A-1.2.

Neka je ABC' pravokutni trokut s katetama duljina |[AC| = 4 1 |BC| = 3. Neka je D
tocka na hipotenuzi AB takva da trokuti ADC i BC'D imaju jednake opsege. Koliko

iznosi povrsina trokuta BC'D?
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Prvo rjeSenje.

Odredimo prvo duljinu hipotenuze AB. Prema Pitagorinom poucku ona iznosi

|AB| = \/|BC]2 + |AC|? = V32 + 42 = 5. 1 bod

Iz uvjeta jednakosti opsega trokuti ADC i BC'D dobivamo sljede¢u jednakost:
|CA|+ |AD| + |DC| = |CD| + |DB| + |BC|.

Nakon oduzimanja |C D|, uvrStavanja poznatih vrijednosti i sredivanja prethodne jed-
nakosti dobivamo

1+ |AD| = |BD|. 1 bod
Uz jednakost |AD|+ |DB| = |AB| = 5 dobijemo |DB| = 3. 1 bod
C
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A 2 D 3 B

Trokuti ADC i DBC' imaju zajednicku visinu h te je stoga
h-|DB| h-|AB|

P(BCD): P(ABC) = 5 5 = |DB|: |AB| =3 :5. 2 boda
Konacno je . 3 3.4 18
P(BCD)=ZP(ABC) =2.2"—~ = 1 bod
(BCD) = P(ABO) = —— =~ 0
Drugo rjeSenje.
Kao u prvom rjesenju dobijemo da je |[AB| =51 |DB| = 3. 3 boda

Iz dva nacina za ra¢unanje povrsine trokuta ABC znamo da je
|BC|-|CA| |AB|-h

1 bod
2 2 °
odnosno 19
Sada vidimo da je povrsina trokuta BC'D jednaka
|BD|-h 18
_ = 1 bod
2 5 °
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Zadatak A-1.3.
Neka su a, b, ¢ i d realni brojevi takvi da vrijedi abed # 0 i da je

a=b—c¢, b=c—d, c=d-—a.

Odredi vrijednost izraza

Rjesenje.

Bududi da vrijedi

mozemo zakljuciti

@ boe d_—d_d 2 d 1
b ¢ d a d 2d  d  —d 2

Napomena: Analogno ovom rjesenju, bilo koja tri od dana cetiri broja se mogu izraziti
preko cetvrtog. Za prvi takav izracun se dodjeljuje 2 boda te se za svaki od preostala

dva dodjeljuje po 1 bod.

Zadatak A-1.4.
Odredi sve prirodne brojeve n takve da je broj n? + 1 djeljiv brojem n + 13.

Rjesenje.
2
Trazimo sve prirodne brojeve n takve da je n 3 cijeli broj. Bududéi da je
n
n+1 n?—169+170 (n+13)(n— 13) + 170 13 4 170
= g =n — -
n+13 n+13 n+ 13 n+ 13’

zakljucujemo da n + 13 mora biti pozitivan djelitelj broja 170.

Pozitivni djelitelji broja 170 sui 1,2,5,10,17,34,85 i 170.

Buduéi da je n + 13 > 14, zakljuCujemo da je n + 13 € {17, 34,85,170}.
Dakle, prirodni brojevi koji zadovoljavaju uvjet zadatka su 4, 21, 72 i 157.
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Zadatak A-1.5.

Spremajudéi se za natjecanje iz matematike, Marta je u pet dana rijesila ukupno 31
zadatak. Svakog je dana rijesila vise zadataka nego prethodnog, a petog je dana rijesila
tocno tri puta vise zadataka nego prvog. Koliko je zadataka mogla rijesiti cetvrtog
dana?

Rjesenje.
Neka je a broj zadataka koje je Marta rijesila prvi dan.

Ukupno je rijesila barem a + (a + 1) + (a + 2) + (a + 3) + 3a = 7a + 6 zadataka pa je
Ta 4+ 6 < 31, odnosno a < 3.

Buduéi da Marta rijesila nije rijesila vise od a+(3a—3)+(3a—2)+(3a—1)+3a = 13a—6
zadataka, zakljucujemo da je a > 3.

Dakle, Marta je rijesila redom 3, x, y, z i 9 zadataka.

Ako bi z bilo manje od 8, onda bi za ukupan broj rijeSenih zadataka vrijedilo
3+rx+y+2+9<34+(z—-2)+(z—1)+24+49=32+9<3-7+9=30,

sto nas dovodi do kontradikcije.

Vidimo da je Marta redom mogla rijesiti po 3, 5, 6, 8 1 9 zadataka pa zakljucujemo da
je Marta cetvrti dan rijesila 8 zadataka.

Zadatak A-1.6.
Odredi sve parove (a, b) prirodnih brojeva za koje vrijedi a® = b(b + 7).

Prvo rjeSenje.
Iz uvjeta zadatka slijedi
a’ —b* = Tb,
odnosno
(a —b)(a+ b) = Tb.
Bududéi da je a > b, imamo a + b > 2b.

Iz toga slijedi da je
7b b

a—b=

Dakle, a < b+ 3.
Ako je a = b+1, slijedi da je (a—b)(a+b) = 2b+1 < 7b, Sto nas dovodi do kontradikcije.

Ako je a = b+ 2, slijedi da je (a — b)(a+0b) = 4b+4 = Tb, pa je 3b = 4, $to nas dovodi
do kontradikcije.

Ako je a = b+ 3, slijedi da je (a —b)(a +b) =6b+ 9 = T7b, odnosno b=9ia = 12.
Zaklju¢ujemo da je jedino rjesenje (a,b) = (12,9).
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Drugo rjeSenje.
Najvedi zajednicki djelitelj brojeva b i b+ 7 jednak je 1 ili 7.

Ako je najvedi zajednicki djelitelj od b1 b+7 jednak 1, tada b i b+7 moraju biti potpuni
kvadrati.

Neka je b = m? i b+ 7 = n? za neke prirodne brojeve m i n. Tada je
7=n%>—m?=(n+m)(n—m),

iz Cega zakljucujemo n +m =7, n —m = 1. Dakle, m = 3, n = 4, odnosno b = 9 i

a=12.

Ako je najveéi zajednicki djelitelj od b i b+ 7 jednak 7, tada postoje prirodni brojevi
kil takvidajeb="T7k*>ib+7="T0.

Tada je 7 = a* — b*> = 70> — Tk* odnosno 1 = (¢ + k) (¢ — k). Zakljuujemo da u ovom
slucaju mora biti £k =0, £ =1 te b = 0, Sto Sto nas dovodi do kontradikcije.

Dakle, jedino rjesenje je (a,b) = (12,9).

Trece rjesenje.

Kada je b > 2, znamo da je

(b+2P=0"+4b+4<b*+Tb< b’ +8+16 = (b+4)>

Kako je b* + 7b = b(b + 7) = a?, zaklju¢ujemo da je nuZno a = b + 3.

Kao u prvom rjesenju, jedino rjesenje za koje je a = b+ 3 je (a,b) = (12,9).
Preostaje se uvjeriti da nema rjesenja kada je b = 1.

Doista, u tom slucaju je b(b+ 7) = 8, Sto nije potpuni kvadrat.
Zakljucujemo da je jedino rjesenje (a,b) = (12,9).
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Zadatak A-1.7.

U svako polje tablice 5 x 5 upisan je po jedan cijeli broj pri ¢emu se u pojedinom retku
ili stupcu isti broj nalazi najvise tri puta. Razlika bilo koja dva broja u istom retku
ili stupcu iznosi najvise 2. U tablici se nalazi broj 0, ali ne i broj 4. Odredi najvedi
moguci zbroj svih brojeva u tablici.

Rjesenje.

Promotrimo brojeve koji se nalaze u istom retku kao 0. Ti brojevi su manji ili jednaki
2, te se broj 2 pojavljuje najvise tri puta. Zakljucujemo da je zbroj brojeva u retku u
kojem se nalazi 0 manji ili jednak 3 -2+ 1 = 7. Analogno zaklju¢ujemo da je zbroj
brojeva koji se pojavljuju u istom stupcu kao 0 manji ili jednak 7.

Ostatak tablice sastoji se od 4 retka i 4 stupca. Buduéi da je 2 najveci broj koji moze
biti u istom retku ili stupcu s 0, zaklju¢ujemo da je 3 najveci broj koji se moze nalaziti
u ostatku tablice (jer se broj 4 ne nalazi u tablici).

U tom ostatku tablice, broj 3 se u svakom retku pojavljuje najvise tri puta, pa se
ukupno pojavljuje najvise dvanaest puta, a ostala €etiri broja su manja ili jednaka 2.
Dakle, u tom dijelu tablice je zbroj brojeva najvise 12 -3 +4 -2 = 44.

Taj zbroj mozemo posti¢i tako da u tom dijelu tablice stavimo broj 2 na cetiri polja
koja su u razli¢itim refcima i stupcima, te broj 3 na preostalih dvanaest polja.

Dakle, ukupan zbroj brojeva u tablici je najvise 2 - 7 4 44 = 58.

Primjer tablice opisane gornjim postupkom

O N DN DN
DN W W W
DN WD W| W
| W W DN W
| W W| W DN

Napomena: Primjer optimalne tablice bez objasnjenja zasto je takva tablica optimalna
nosi 3 boda, a odgovor da je najveéi moguci zbroj brojeva 58 nosi 1 bod.
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SKOLSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — A varijanta
26. sijecnja 2026.

AKO UCENIK IMA DRUKCIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO

TREBA | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-2.1.

Odredi sve realne brojeve z za koje vrijedi

3 — 24/ 6
—x—i_}‘/x_i_ﬁ'
VT —2—2

RjesSenje.
Da bi izraz bio dobro definiran, mora vrijediti  —2 > 0, z +6 > 01 Vo —2 # 2.
Zakljucujemo da sva rjesenja x zadovoljavaju z > 2 i x # 6.

Oduzimanjem v/ 4+ 6 s obje strane nejednakosti i svodenjem na zajednicki nazivnik

dobivamo
3—2V/x+6 -V -2z +6+2/x+6
= 0,
V=22
odnosno

3—/(z—2)(xz+6)
vr—2-2
Promotrimo prvo slucaj kada je vz —2 — 2 < 0, odnosno = < 6.
Tada je nuzno 3 — \/(z — 2)(z + 6) < 0, odnosno 3 < \/(z — 2)(z + 6),
Sto daje kvadratnu nejednadzbu 0 < 22 + 4z — 21 = (2 + 7)(z — 3), Cije je rjeSenje
x < —T7ili x > 3. Bududi da je 2 < z < 6, zakljucujemo da je 3 <z < 6.
U slucaju kada je /& —2 —2 > 0, odnosno x > 6, nuzno je 3 — /(z — 2)(z + 6) > 0.

>
Analogno prethodnom slucaju, rjesavanjem ove nejednadzbe dobivamo —7 < x < 3,
sto nije kompatibilno s uvjetom z > 6, odnosno zaklju¢ujemo da u ovom slucaju nema
rjeSenja.

= 0.

Konaé¢no, skup rjesenja je [3,6).

Zadatak A-2.2.

Grafovi funkcija f: R = R, f(z) = —2*+92—201ig: R — R, g(z) = z+ 3 nacrtani su
u koordinatnoj ravnini. Odredi najve¢u moguéu povrsinu pravokutnog trokuta ABC' s
pravim kutom u vrhu C' smjestenog tako da su mu vrhovi A i C' na osi apscisa, vrh A
pripada grafu funkcije f, a vrh B grafu funkcije ¢ i pritom je apscisa tocke B manja
od apscise tocke A, a njena ordinata vec¢a od ordinate tocke A.
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Prvo rjeSenje.

Faktorizirajuéi f(x) = —(z —5)(z — 4), vidimo da je A = (4,0) ili A = (5,0).
U slucaju kada je A = (4,0), postoji t € (—3,4) takav da je C' = (t,0) i B = (¢,t+3).

U tom slucaju je povrsina jednaka
1
§(t +3)(4—1),

i postize maksimalnu vrijednost 6.125 kada je ¢t = 0.5.
U slucaju kada je A = (5,0), postoji t € (—3,5) takav da je C' = (¢,0) i B = (t,t+3).

U tom slucaju je povrsina jednaka
1
§(t +3)(5 —1),

i postize maksimalnu vrijednost 8 kada je t = 1.

Usporedujuéi ova dva slucaja vidimo da je maksimalna povrsina jednaka 8.

Drugo rjeSenje.
Kao u prvom rjesenju zakljucujemo da je A = (4,0) ili A = (5,0).

Kada bi se maksimalna povrsina postizala za A = (4,0),C = (¢,0) i B = (t,t+3), gdje
jet € (—3,4). Tada bi trokut A’BC, gdje je A’ = (5,0), takoder zadovoljavao uvjete
zadatka, no imao strogo veéu povrsinu od trokuta ABC' jer je |[A'C| > |AC|. Stoga je
dovoljno promatrati slucaj kada je A = (5,0).

Tretiranje slucaja A = (5,0) kao u prvom rjesenju.
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Zadatak A-2.3.

Zadan je pravokutan trokut opsega 60 ¢ija je visina na hipotenuzu duljine 12. Odredi
duljine stranica tog trokuta.

Rjesenje.

Neka su a i b duljine kateta trokuta i ¢ duljina hipotenuze zadanog trokuta. Povrsinu
trokuta mozemo izraziti na dva nacina

ab_ 12
2 2

iz Cega slijedi
ab = 12c. 1 bod

Iz uvjeta zadatka za opseg trokuta slijedi
a+b=60—c

Kvadriranjem dobivamo
a® 4+ b? + 2ab = (60 — c)?. 1 bod

Koristenjem Pitagorinog poucka a® + b* = ¢? i uvjeta ab = 12¢ dobivamo
¢® + 24c = (60 — ¢)*. 1 bod

Rjesavanjem ove jednadzbe dobijemo ¢ = 25. 1 bod

Sada je a +b =60 — ¢ =351 ab = 12c¢ = 300. Iz toga dobivamo kvadratnu jednadzbu

b(35 — b) = 300.

Rjesenja te jednadzbe su b = 151 b = 20. Ako je b = 15, onda je a = 20. Ako je b = 20,
onda je a = 15. U oba slucaja, duljine stranica trokuta su 15, 20, 25. 1 bod

Zadatak A-2.4.

Odredi sve realne brojeve r za koje su sva rjeSenja jednadzbe 22 — 192 + r = 0 kubovi
cijelih brojeva.

Rjesenje.
Neka su z; = a® i 29 = b? rjeSenja dane kvadratne jednadzbe, pri ¢emu su a i b cijeli

brojevi. Koristenjem Vieteovih formula slijedi

313 _
A
Faktorizacijom prve jednakosti dobivamo
a® +b° = (a+0b) (a® + b* — ab) = 19.
Slijedi da je a + b djelitelj od 19, pa je a + b jednak 1,—1,19 ili —19. 1 bod
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a’ +b? + (a — b)?

2
jednak 1 ili 19. Prvi slucaj. Ako je a+b = 1, onda je a® + b* — ab = 19. UvrStavanjem

b=1— a dobivamo

Primijetimo da je a* + b* — ab = > 0, pa zakljucujemo da je a + 1

a®+ (1 —a)* —a(l —a) = 19.
Iz toga dobivamo kvadratnu jednadzbu
a’—a—6=0,
CijasurjeSenjaa = —2ia = 3. Akojea= —2,ondajeb=1—a=3ir = a3h® = —216.
Ako je a = 3, onda je b =1 — a = —2 i ponovno slijedi r = a*b® = —216.

Drugi sluéaj. Ako je a +b = 19, onda je a® + b*> — ab = 1. UvrStavanjem b = 19 — a
dobivamo
a’>+ (19 —a)*> —a(19 —a) = 1.

Iz toga dobivamo kvadratnu jednadzbu
a®> —19a+120 = 0

koja nema realna rjesenja. Zakljucujemo da ovaj slucaj nije moguc.

Dakle, jedini moguéi slucaj je a +b = 1. U tom slucaju je r = —216 pa zakljucujemo
da je to jedini realan broj koji zadovoljava uvjet zadatka.

Zadatak A-2.5.

U svako polje pravokutne tablice upisan je po jedan realan broj tako da zbroj brojeva
u svakom retku tablice iznosi 1, a zbroj brojeva u svakom stupcu tablice iznosi 2.

(a) Moze li tablica imati to¢no 200 polja?
(b) Moze li tablica imati tocno 2000 polja?

Rjesenje.
Oznacimo 8a r broj redaka, a sa s broj stupaca tablice. Broj polja u tablici jednak je
r-s. Kako je zbroj brojeva u svakom retku jednak 1, zakljucujemo da je ukupan zbroj

brojeva u tablici jednak r. Sli¢no, kako je zbroj brojeva u svakom stupcu jednak 2,
zakljucujemo da je ukupan zbroj brojeva u tablici jednak 2s. Dakle, vrijedi r = 2s.

Slijedi da je broj polja u tablici jednak 2s2.

(a) Ako tablica ima 200 polja, onda je 2s* = 200 i slijedi s = 10, pa tablica treba
imati 10 stupaca i 20 redaka.

Promotrimo tablicu dimenzija 20 x 10 kojoj je u svako polje upisan broj ﬁ.
Zbroj brojeva u svakom retku je jednak 10 - % = 1, a zbroj brojeva u svakom
stupcu je jednak 20 - % = 2. Zaklju¢ujemo da postoji trazena tablica s to¢no 200
polja.

(b) Ako tablica ima 2000 polja, onda je 25 = 2000 i slijedi s = 101/10, $to je nemoguce
jer s treba biti prirodni broj. Zaklju¢ujemo da ne postoji trazena tablica s to¢no
2000 polja.
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Zadatak A-2.6.

Neka je ABCD konveksan Cetverokut takav da je |AB| = 4, |BC| = 7, |AD| = 5,
|<CBA| = 90°, te su kutovi <ADC' i <DCB siljasti i medusobno sukladni. Odredi
duljinu duzine C'D.

Prvo rjeSenje.

Neka je tocka S presjek pravaca AD i BC.

Iz uvjeta zadatka imamo da je |<CDS| = |<SCD| iz ¢ega slijedi da je trokut DCS
jednakokracan, tj. |SC| = [SD|. 2 boda

Oznac¢imo s x = |SC| = |SD|. Tada je

ISA| = |SD| — |AD| = z — 5,
1SB| = |SC| — |BC| =z —T. 1 bod

Primjenom Pitagorineg poucka na trokut AB.S redom imamo

42 4 (x—7) = (x — 5)?
r? — 142 + 65 = 2% — 100 + 25
4o = 40,
z = 10. 1 bod

Neka je N noziste okomice iz tocke D na pravac BC.

Uoc¢imo da su trokuti DNS i ABS sli¢ni prema K—K poucku o sli¢nosti trokuta jer su
pravokutni i imaju zajednicki kut u vrhu S. 2 boda

Iz gornje sli¢nosti redom ra¢unamo

ISN| |SD|
ISB| — |SA] 7
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iz Cega slijedi da je |[SN| = 2|SB| = 6. 1 bod
Analogno je |DN| = 2|AB| = 8. 1 bod

Konac¢no, primjenom Pitagorinoeg poucka na trokutu DC'N mozemo izracunati duljinu
duzine C'D.

|CD| = \/I[CN]? + [DN]> = V4 + 8 = 4V/5. 2 boda
Drugo rjeSenje.

C

©

F
E
D
&
7
)

G

®
A 1 B

Neka su tocke F i F' redom nozista okomica iz A i B na pravac DC' te neka je tocka
GG noziste okomice iz A na pravac BF'.

Oznacimo s ¢ = |[<CDA| = |<BCD|.

Promotrimo pravokutni trokut F'C'B. Imamo da je

|<FBC| = 90° — |<BCF| = 90° — .

Nadalje, kako je |[<ABC| = 90° slijedi da je

|<ABG| = 90° — |<FBC| = ¢. 1 bod

U pravokutnim trokutima AGB, DEA i FCB redom vrijedi

|BG| = 4 cos p, 1 bod
|GF| = |AE| = 5sin g, 1 bod
|BF| = Tsin . 1 bod

Duljinu duzine BF mozemo zapisati kao

|BF| = |BG| + |GF].
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Uvrstavanjem gornjih izraza za duljine |BG|, |GF| i |BF| slijedi
7sing = 4cosy + Hsinp,
odnosno nakon sredivanja dobijemo da je

sin ¢ = 2 cos . 2 boda

Kvadriranjem prethodne jednadzbe i keristenjem sin? o = 1 — cos? ¢ dobivamo

1 —cos? p = 4cos® p

1
2 ——
cos"yp = .
5 2/5
Kako je ¢ < 90° slijedi da je cosp = \/5_ isinp =2cosp = \5/_ 2 boda
U pravokutnim trokutima AGB, DEA i FFCB redom slijedi
8v/5
|EF| = |AG| = 4sinp = \5/_,
5vV/5
|IDE| = 5cosp = \5/_,
V5
|FC’]:7cosg0:\5/_. 1 bod
Kona¢no mozemo izrac¢unati duljinu duzine C'D.
5vH  8vH  TVH
|ICD| = |DE| + |AG| + |FC| = 5f + \5/_ + 5f = 4+/5. 1 bod
Zadatak A-2.7.
Neka su x i y racionalni brojevi takvi da su z +y i 2% + y? cijeli brojevi. Jesu li nuZno
x iy cijeli brojevi?
Prvo rjeSenje.
Dokazat ¢emo da su z i y nuzno cijeli brojevi. Bez smanjenja opéenitosti neka je x > y.
Primijetimo da je 2zy = (z + y)? — 2% — 32 cijeli broj kao razlika dva cijela broja. 1 bod
Iz toga slijedi da je (z — y)? = 22 + y* — 2xy takoder cijeli broj, pa je v —y = Vd za
neki nenegativan cijeli broj d. 1 bod
Medutim, 2 — y je racionalan broj, pa je v/d racionalan. Slijedi da je d cijeli broj koji
je kvadrat racionalnog broja, pa je d kvadrat cijelog broja. Zaklju¢ujemo da je x —y
cijeli broj. 2 boda
Posljedicno,
2e=(+y)+@—y i 2y=(@+y) —(z—y)
su cijeli brojevi. 1 bod
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Stoga, postoje cijeli brojevi a i b takvida jex = 2%1iy = g Kako je x +y = ‘%b cijeli

broj, slijedi da su a i b iste parnosti.

a
2

Ako su a i b neparni, onda 2zxy = 2 - ¢ - g = 2 nije cijeli broj, $to nas dovodi do

2 2
kontradikcije.
Dakle, a i b su parni, pa su x i y cijeli brojevi.
Drugo rjeSenje.
Neka su m i n cijeli brojevi takvi da je x+y = m i 22 +y? = n. Uvr§tavanjem y = m—ux
u drugu jednadzbu dobivamo da je z racionalno rjesenje jednadzbe

22% — 2mx +m? —n = 0.

S druge strane, znamo da su rjeSenja te jednadzbe brojevi

2m =+ \/4m? —8(m? —n)  m=+2n —m?

4 2

Stoga zakljuc¢ujemo da je v/2n — m? racionalan broj.
Kako je 2n — m? cijeli broj, zaklju¢ujemo da je i v/2n — m?2 cijeli broj.

Parnost broja 2n — m? jednaka je parnosti broja m, pa je i parnost broja v/2n — m?2
jednaka parnosti broja m.

m
Stoga su brojevi m + +/2n —m?im — +/2n — m? parni, odnosno

m — v/2n — m?2
2

+2n —m? .
i
2

su cijeli brojevi. Ovime zaklju¢ujemo da je x cijeli broj, pa je i y cijeli

broj.
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SKOLSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — A varijanta
26. sijecnja 2026.

AKO UCENIK IMA DRUKCIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO
TREBA | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-3.1.

Odredi sve parove (z,y) pozitivnih realnih brojeva za koje vrijedi

y1277m+12 =1
T+y = 0.

Rjesenje.

Primijetimo da je y**~ 712 = 1 ako i samo ako je y = 1 ili 22 — 72 + 12 = 0. 1 bod
U sluéaju y = 1, dobivamo rjesenje (x,y) = (5, 1). 2 boda
Kvadratna jednadZba z? — 7z + 12 = 0 ima rjeSenja z = 3 i x = 4. 2 boda

Odavde dobivamo rjesenja

(x,y)=(3,3) i (x,y)=(4,2). 1 bod

Zadatak A-3.2.
Ako je sinx + cosx = 1.4, odredi tg?x + ctg? x.

Prvo rjeSenje.

CcoS X )
dobivamo

. , sin
Uvrstavanjem tgx =
cos T sin x

sin* z + cos* x

2 2. _
tgr +ctg”r = —— o 1 bod
sin® x cos? x
Kvadriranjem izraza sin? z + cos? z = 1 dobijemo
sinz + cos*z = 1 — 2sin® x cos® z. 2 boda

Uvrstavanjem u gornju jednakost imamo

1 —2sin?zcos?zx 1

5 5 — 2.

thx + cthx =

sin® x cos? x sin® x cos? x

Izra¢unajmo sada vrijednost izraza sin?z cos® x.
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I i uvrStavanjem sin® z+cos® z = 1 dobivamo

Kvadriranjem izraza sinx+cosx = 1.4 =

da je
142 -1 12
1 = - = 2
sin x cos x 5 R boda
odakle slijedi da je
.9 9 144
sin“zrcos’r = —.
625
Ovime kona¢no dobivamo da je
625 337
2 2
=— —2=—. 1
tg®r +ctg”w 14 1l bod
Drugo rjeSenje.
Uvrtavanjem cosx = 1.4 —sin 2 u osnovni trigonometrijski identitet sin® z +cos? z = 1
dobivamo
2sin? 2z — 2.8sinx + 1.96 = 1. 2 boda
Rjesavanjem kvadratne jednadzbe dobivamo da je sinz = 0.6 ili sinz = 0.8. 2 boda
U slucaju kada je sinz = 0.6, koriste¢i sinz 4+ cosx = 1.4, dobivamo da je cosx = 0.8,
dok u slucaju sinz = 0.6 dobivamo cosx = 0.8. 1 bod
U oba slucaja vrijedi da je
in? 2 9 16 337
tg? x4 ctg’x = el + COSQx = = 1 bod

cos2x  sin’x 16 9 144

Zadatak A-3.3.

Lukas je odlucio napraviti snjegovic¢a od tri kugle ¢iji su polumjeri 30

cm, 26 cm i 18 cm. Dvije vece kugle prerezao je tako da oba presjeka e
budu krugovi polumjera 24 cm, te je odbacio manje dijelove, a vece

dijelove stavio jedan na drugi, spajajudi ih duz tog kruga. Na kraju je

na vrh polozio najmanju kuglu. Kolika je ukupna visina Lukasovog .
snjegovica?
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Rjesenje.

Neka je S; srediste najvece kugle, Sy sre-
diste srednje kugle, te neka je S3 srediste
kruga duz kojeg su one spojene. Neka je jos
A neka tocka na rubu tog kruga. Primje-
nom Pitagorineg poucka na trokut 57554
dobivamo da je

15195 = v/30% — 242 = 18.

Primjenom Pitagorineg poucka na trokut

? d 9553 A dobivamo da je
’SQS?)| =V 262 - 242 = 10

Dakle, ukupna visina snjegovica je 30+ 18+
10 +26 +2-18 = 120 cm.

Zadatak A-3.4.

Za realne brojeve a, b, ¢, d vece od 1 vrijedi log, a - log,; c = 1. Odredi vrijednost izraza

alogbc . blogcd . Clogda . dlogab

abed

Prvo rjeSenje.

Iz uvjeta zadatka imamo

loga logc

1=1 -1 = . .
O8p @+ 108a € logh logd

Slijedi da je
1 =log,b-log.d =1log,a-log,c=log,d-log.b.
Sada je

alogb c log,, b-logy, clog.d __ aloga b-log,d __ aloga d _ d.

Analogno slijedi i b'°8<? = q, 1%8¢% = b i d'°%b = ¢.

= a

Konac¢no, dobivamo da je zadani izraz jednak 1.
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Drugo rjeSenje.

Iz uvjeta zadatka imamo

loga logc
1 =log,a-log,c= log b . logd’
logy c blogcd . Alogga dlogab
Neka je S = ¢ ¢ . Sada je

abed

log S = log alog; c + logblog.d + log clog;a + log dlog, b — loga — logb — log ¢ — logd

1 logd 1 log b
:loga-%%—logb-&%—logc- el ogd - 08
log b log c log d loga

—loga —logb —logc —logd
=logd + loga + logb+ logc — loga — logb — log c — logd
= 0.

Konacno, S = 1.

Zadatak A-3.5.

Polja pravokutne ploce s 2026 redaka i 100 stupaca obojena su naizmjence crno i bijelo,
kao na Ssahovskoj ploci. Skakavac koji se nalazi na nekom polju plo¢e moze skociti na
bilo koje polje iste boje u istom retku, ili bilo koje polje razli¢ite bolje u istom stupcu.
Koliko se najvise skakavaca moze rasporediti na toj ploc¢i tako da niti jedan skakavac
ne moze skociti na polje na kojem se ve¢ nalazi neki drugi skakavac?

Rjesenje.

U svakom retku mogu se nalaziti najvise dva skakavca. Ako bi se u nekom retku
nalazila tri skakavca, dva bi bila u poljima iste boje, stoga bi neki skakavac mogao
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skociti na polje iste boje na kojem se ve¢ nalazi drugi skakavac. Stoga na plo¢i ne
moze biti vise od 2 - 2026 skakavaca. 3 boda

Pokazimo da je moguce posti¢i da se na ploci nalazi toliko skakavaca. Oznac¢imo retke
redom brojevima od 1 do 2026, te pretpostavimo da se u svim neparnim retcima nalaze
po dva skakavca u prva dva polja, te da se u parnim reg¢ima nalaze po dva skakavca u
tre¢em i ¢etvrtom polju. 3 boda

&

9]

98

9]

&

Dakle, moguce je postaviti 2 - 2026 = 5052 skakavaca na plocu, i to je najvise sto ih se
moze postaviti.

Zadatak A-3.6.

Odredi sve prirodne brojeve n takve da je umnozak prvih n prirodnih brojeva djeljiv
zbrojem prvih n prirodnih brojeva.

Rjesenje.
Oznac¢imo sa n! umnozak prvih n prirodnih brojeva.

Ako je n > 3 neparan broj, zbroj prvih n prirodnih brojeva je umnozak prirodnih
n+1

brojeva n i

n+1 n-+1

Buduéi da je < n, slijedi da §(n+ 1) dijeli (n — 1)!, odnosno n - dijeli n!. 2 boda

n(n+1)

Zan=1,n!=1 jedjeljivs =1. 1 bod

Tvrdnja vrijedi za sve neparne prirodne brojeve n.

Pretpostavimo da je n paran broj.

Zbroj prvih n prirodnih brojeva je umnozak prirodnih brojeva g in+1.

Ako je n + 1 sloZen broj, onda vrijedi n + 1 = p? za prost broj p > 3ilin+1=a-b,

gdjejel <a<b<n. 2 boda
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Prvi slucaj. Neka je n + 1 = p? za prost broj p.

Buduci da su brojevi n i p relativno prosti, brojevi p, 2p i g medusobno su razliciti i

manji od n, pa p-2p - g dijeli n!. Slijedi da g Pt = g - (n+ 1) dijeli n!. 2 boda
Drugi slucaj. Nekajen+1=a-bzal<a<b<n.

Buduci da su brojevi % i n+ 1 relativno prosti, brojevi a, b i g medusobno su razli¢iti

i manji od n, pa g - a - b dijeli n!. 2 boda
Treci sluéaj. Neka je n + 1 = p za neki neparan prost broj p.

Tada p dijeli n(n;—l)’ ali p ne dijeli n!. 1 bod

Rjesenje su svi prirodni brojevi koji nisu oblika p — 1, gdje je p neparan prost broj.

Zadatak A-3.7.

Neka je I srediste upisane kruznice trokuta ABC'. Ako vrijedi |[<ACB| = 2|<BAC| i
|AI| = |BC|, odredi kutove trokuta ABC'

Prvo rjeSenje.
Oznac¢imo « = |[<BAC|. Tada je |[<ACB| = 2a te |[<CBA| = 180° — 3a.

A A

I
C C
Primjenom poucka o sinusima na trokut ABC' dobijemo
|BC| sin « sin «v
— = . 2 bod
|CA|  sin(180° — 3«)  sin 3« oda
Primjenom poucka o sinusima na trokut AIC' dobijemo
Al in <<TACT i i
|AIl  sin< B sin « _ smi' 2 boda

CA|  sin<CIA  sin(180° — 3« sin 2%
2 2
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Buduéi da je |BC| = |Al|, izjednacavanjem prethodne dvije jednakosti dobijemo

sin 3o = sin 3;. 2 boda
3 3 3 1
S druge strane, sin 3a = 2sin ?a cos g, pa zakljucujemo da je cos 0 5 2 boda
R o
Slijedi da je -5 = 60°, odnosno a = 40°. 1 bod
Konaéno, |[<ACB| =80°i |[<CBA| = 60°. 1 bod
Drugo rjeSenje.
Oznac¢imo a = |[<BAC| i uvedimo tocku D takvu da je ABCD paralelogram.
Sada vidimo da je |[<CAD| = |[<ACB| =2« i |[<DCA| = |[<BAC| = a.
Uocimo da je |[<DCA| = a = |<ACI|, odnosno da je A na simetrali kuta |<DCI|. 2 boda
Tocka A je na simetrali duzine DI jer je |[AD| = |BC| = |All. 2 boda
Kako je tocka A na simetrali kuta <DCT i simetrali duzine DI, zaklu¢ujemo da je A
na opisanoj kruznici trokuta C'DI. 3 boda
B
Iz tetivnosti ¢etverokuta C'DAI imamo 180° = |<IAD| + |<DCI| = 4.5a, odnosno
a = 40°. 2 boda
Kona¢no, |[<ACB| =80° i |[<CBA| = 60°. 1 bod

Napomena: Nije potrebno dokazivati tvrdnju da se simetrala kuta i simetrala nasu-
protne stranice trokuta sijeku na njegovoj opisanoj kruznici.
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SKOLSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — A varijanta
26. sijecnja 2026.

AKO UCENIK IMA DRUKCIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO
TREBA | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-4.1.

Dokazi da je za svaki prirodan broj n broj

2+V2)"—(2-V2)"

V2
takoder prirodan.
Prvo rjeSenje.
Po binomnom poucku vrijedi
(2+V2)" =2+ (T) A RVO RS (Z) 2224+ (V2) 2 boda

(22" =2 — (T) D Vo (Z) 2o (1) (V) 2 boda

Stoga je
(2+\/§)n_(2_\/§)n:2 n _271,71_'_ n .2n72+ n '2n73+
V2 1 3 5 )

sto je prirodan broj. 2 boda

Drugo rjeSenje.
Uvedimo oznake a, = (24 v/2)", b, = (2 — v/2)". Matematickom indukcijom dokazat

ap — Op . . . . . .
prirodni za svaki prirodni broj n. 1 bod

R

Baza indukcije n = 1 vrijedi jer je a1 + by =4 i

¢emo da su brojevi a, + b, i

ap — by

= 2. 1 bod

V2
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodni broj n. Tada je
a, — by,
Uit +bpr = 24+ V2) - an+ (2—=V2) by =2(an +by) +2- NG
sto je prirodan broj po pretpostavci indukcije. 2 boda
Slicno je
ant1 — by, 24+V2)-a, —(2—-vV2)-0b, a, — by,
+1 +1 — ( \/_) ( \/_) - 2 : + (an + bn)
V2 V2 V2
takoder prirodan broj po pretpostavci indukcije. Time je tvrdnja dokazana. 2 boda
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Trece rjesenje.

Neka je a = 2 4+ v/2,b = 2 — /2. Primijetimo prvo da vrijedi a + b = 4, ab = 2. 1 bod
n_ pn

Pronadimo rekurzivnu relaciju za broj ¢, := a\@. Bududi da je

(™ —b")(a+b) = a™™ =" fab(a™t — "), 2 boda
dobivamo

an—i—l _ bn+1 _ 2&” —pn N an—l _ bn—l
V2o T V2 V2o
odnosno
Cnal = 2Cp + Cpq 1 bod
za svaki prirodni broj n.
Kako i a’ — b’ 0 a=b_, . o relaciie indukti ledi da
ako je ¢ = ——=— =01 ¢ = —= = 2, iz gornje relacije induktivno slijedi da je
V2 V2

broj ¢, = — prirodan za svaki prirodni broj n. 2 boda

V2

Zadatak A-4.2.

Mjera siljastog kuta jednakokracnog trapeza iznosi 75°, a duljine osnovica odnose se
kao 2 : 1. Ako je duljina kraka tog trapeza 5, kolika mu je povrsina?

Prvo rjeSenje.
Neka je a = |C'D| i oznacimo duljinu visinu trapeza s h.
(a+2a)h  3ah

2 2

Nacrtajmo visinu iz vrha D na AB i noziste oznac¢imo s .

1 bod

Povrsina trapeza je jednaka

D a C
5 h
75° []
A a A B
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U pravokutnom trokutu AND imamo kutove <DAN = 75° i <ADN = 15°, te je
a
[AN| = 3 1 [DN| = h. Slijedi da je @ = 10sin 15° i h = 5 cos 15°. 1 bod

Prema adicijskim formulama vrijedi

VG- 2

sin 15° = sin 45° cos 30° — cos 45° sin 30° = 1 1 bod
6 2
cos 15° = cos 45° cos 30° + sin 45° sin 30° = \/_1_\/_ 1 bod
3ah 75
Povrsina trapeza je stoga jednaka —; = 2 boda
Napomena: Posljednja 4 boda moguce je ostvariti i na sljedec¢i nacin.
1
Vrijedi a-h = 10sin 15°-5 cos 15° = 25 sin 30°, $to nosi 2 boda. Buduéi da je sin 30° = 3
75
Sto nosi 1 bod, slijedi da je povrsina trapeza T sto nosi takoder 1 bod.
Drugo rjeSenje.
Neka je ABCD trapez takav da je osnovica AB dvostruko duza od osnovice CD.
Takoder, neka je E poloviste osnovice AB. Tada su trokuti AED, CED i EBC
jednakokrac¢ni i sukladni. 1 bod
D C
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
O
A ja 5 B
[zracunajmo povrsinu jednakokrac¢nog trokuta AED s kutovima 75°,75°,30° i krakom
duljine 5. Neka je F' poloviste osnovice AE. Tada je DI visina trokuta i vrijedi
|DF| = |AD| - cos15°, |AF| = |EF| = |AD| - sin 15°. 1 bod
. o o o _ 20 a0
Stoga povrsina trokuta AED iznosi |[AF|-|DF| = 5sin15° - 5cos 15° = ~ sin 30°. 2 boda
.. C oo .. ) .25
Buduéi da je sin 30° = 57 Povrsina trokuta AED iznosi R 1 bod
7
pa je povrsina trapeza jednaka T 1 bod
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Trece rjesenje.

Kao u prvom rjesenju zaklju¢ujemo da je potrebno izracunati povrsinu trokuta AED. 1 bod

D C

B
Nacrtajmo visinu iz A na DE s noziStem G. Tada je |AG| = |AD| - sin 30°, 2 boda
pa je povrsina trokuta AED jednaka
|AG|-|DE| 5-5sin30° 25
= = —. 2 boda
2 2 4
. " . 75
Stoga je povrsina trapeza jednaka T 1 bod
Napomena: Povrsinu trapeza moguce je odrediti i racunanjem povrsine trokuta ABT,
gdje je T presjek pravaca AD i BC. Racunanje povrsine trokuta ABT vrijedi 4 boda.
Zadatak A-4.3.
Neka je (ay) niz pozitivnih realnih brojeva takav da je a1 = 11 a2, + any1 = a, za
sve n € N. Dokazi da je a,, > % za sve n € N,
Prvo rjeSenje.
Tvrdnju ¢emo dokazati matematickom indukcijom.
Baza n = 1 ocito vrijedi jer je a; = 1. 1 bod
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodni broj n.
1 1 1 n—+2

Ako je 0 < apq < ——, tada je a, = a’ g < = . 2 bod

0 Je Ant1 1 ada je a piq + Apy1 (n+1)2+n+1 e+ 1) oda
Takoder, vrijedi ——— < L jer je (n+1)2 = n(n+2) + 1> n(n +2) 2 boda

akoder, vrijedi ———= < — jer je (n =n(n n(n .
» VU (n+1)2 n jer]
Dobili smo kontradikciju, pa mora vrijediti a,.1 > g ¢ime je korak indukcije
n

dokazan. 1 bod
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Drugo rjeSenje.
Tvrdnju ¢emo dokazati matematickom indukcijom.
Baza n = 1 ocito vrijedi jer je a; = 1. 1 bod

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodni broj n.

141+ 4a,
5 :

Vrijedi da je a, 1 =

-1+ 1+ 4a,,

1 bod
2

Kako su svi ¢lanovi niza pozitivni, mora vrijediti a, 11 =

1+4-1

5 1 bod

1
Kako je a, > — po pretpostavci indukcije, dobivamo da je a, 1 >
n

14
> .
2 T n+41
Ta nejednakost je, nakon sredivanja i kvadriranja, ekvivalentna s tvrdnjom

4 2 \?
Lds (e 2
n n—+1

S s

Pokazimo da je

Ta tvrdnja vrijedi jer je

2

4 4 4(n+2) 4
1 > =1 =1+ ——< —. 2 bod
<+n+1 +n+1+(n+1)2 +(n+1)2 +n oda

1+4-1

=
2 n+1

Sada vidimo da je a,, = , ¢ime je dokazan korak indukcije. 1 bod

Zadatak A-4.4.

Vita i Lovro naizmjence bacaju igraéu kockicu (na ¢ijim su stranama brojevi od 1 do
6). Svaki od njih zbraja brojeve koje dobije bacanjem kockice. Vita baca prva. Igra
zavrsava Vitinom pobjedom ako njezin zbroj dosegne 5 (tj. bude 5 ili vise), a Lovrinom
pobjedom ako njegov zbroj dosegne 4. Pokazi da je vjerojatnost da Vita pobijedi veca
od 0.5.

Rjesenje.
Pokazimo da je vjerojatnost da Vita pobijedi u najvise dva bacanja vec¢a od 0.5.

Vita pobjeduje u prvom bacanju ako dobije 5 ili 6, sto se dogada s vjerojatnoséu % 1 bod

U preostala cetiri slu¢aja da bi Vita pobijedila Lovro mora dobiti manje od 4 u svom
prvom bacanju, sto se dogada s vjerojatnoséu % 1 bod
Svaki od tih slucajeva se dogada s vjerojatnoscéu é, ali Vita u svom drugom bacanju
ima razlic¢ite vjerojatnosti za pobjedu, ovisno o broju koji je dobila u prvom bacanju,

sto prikazujemo tablicom.

Prvo bacanje Minimalan broj u drugom bacanju Vjerojatnost
1 4 1/2
2 3 2/3 2 boda
3 2 5/6
4 1 1
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Vjerojatnost Vitine pobjede ve¢ u prva dva bacanja iznosi

LU JEON T ) A
3 26 \2 3 6 12 7

Zadatak A-4.5.

Odredi znamenke a, b, ¢ # 0 takve da brojevi a, ba i cba budu uzastopni ¢lanovi nekog
geometrijskog niza.

Rjesenje.

Zapisimo brojeve pomoc¢u dekadskih jedinica:

ba = 10b + a,

cba = 100¢ + 10b + a.

Prema uvjetu zadatka vrijedi
(10b + a)?* = a(100c + 10b + a),

Sto se sredivanjem svede na

ab = 10(ac — b?).
Odavde slijedi da 10 dijeli ab pa je jedna od znamenaka a i b jednaka 5.
Prvi slucaj: b = 5.

Buduc¢i da je ab djeljiv s 10, a je paran, odnosno a = 2k, 1 < k < 4. Dobivamo da je
10k = 10(2kc — 25), odnosno 25 = k(2¢ — 1).

Buduéi da k nije djeljiv s 5, broj 2c — 1 mora biti djeljiv s 25, ali to nije moguce jer je
0 < 2c—1 < 18. Stoga ovaj sluc¢aj nema rjesenja.

Drugi slucaj: a = 5.

Slicno kao u prethodnom slucaju zaklju¢ujemo da je b paran, odnosno da je b = 2/,
1 < ¢ < 4. Slijedi da je 10£ = 10(5¢ — 4¢?), odnosno £(4¢ + 1) = 5¢.

Buduéi da ¢ nije djeljiv s 5, broj 4¢ + 1 mora biti djeljiv s 5. Stoga je { =1, b =21
c¢ = 1. Dakle, jedino rjesenje je a = 5,b = 2,c = 1.
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Zadatak A-4.6.

Na koliko je nacina mogucée svako od Sest polja u nizu obojati jednom od tri boje
(crvenom, bijelom ili plavom) tako da ne postoje tri uzastopna polja obojena trima
razli¢itim bojama?

Prvo rjesenje.

Za i € {1,2,3,4} definirajmo skupove
A; = {bojanja u kojima su polja i, i + 1, i + 2 obojana s 3 razli¢ite boje.}

Zanima nas koliko elemenata ima skup AN A§ N A5 N Ag.

Ukupan broj svih moguéih bojanja polja u tri boje je 3°. Po formuli ukljuéivanja-
iskljuc¢ivanja vrijedi

4
|ATNASNASNAS = 3= A +D JANA; = Y JANANAL+|AiNAsNA3NAy.

i=1 i<j i<j<k
Treba izracunati koliko pojedini skup u formuli ima elemenata.

Svaki skup A; ima 3-2-1-3% elemenata jer imamo 3 moguénosti za boju polja i, 2 za
boju polja i + 1 i preostala boja ide na polje ¢ + 2. Preostala 3 polja mozemo obojati
u bilo koju boju.

Zai € {1,2,3} skupovi A;N A1 imaju po 3-2-1-3? elemenata jer imamo 3 moguénosti
za boju polja i, 2 za boju polja i + 1 i preostala boja ide na polje ¢ + 2. Polja i,7 + 3
moraju biti obojana istom bojom, a preostala 2 polja mozemo obojati u bilo koju boju.
Skupovi A; N Az, AsN Ay imaju po 3-2-1-2-3 elemenata jer imamo 3-2-1 moguénosti
za boje prva 3 polja, cetvrto polje ne smije imati istu boju kao tre¢e polje i time je
boja petog polja jednoznacno odredena. Preostalo Sesto polje mozemo obojati u bilo
koju boju.

Skup A; N Ay ima 6 - 6 elemenata jer imamo 6 moguénosti za boje prva 3 polja i 6
mogucénosti za boje zadnja 3 polja.

Skupovi A;NA;NA31 AsNA3N Ay imaju po 6-3 elemenata jer imamo 6 moguénosti za
boje prva 3 polja ¢ime su boje ¢etvrtog i petog polja jednozna¢no odredene. Preostalo
Sesto polje mozemo obojati u bilo koju boju.

Skupovi A; N AsNAsi AjNA3N Ay imaju po 6 - 2 elemenata jer imamo 6 moguénosti
za boje prva 3 polja cime je boja cetvrtog polja jednoznacno odredena, a za zadnja 2
polja imamo 2 moguénosti (kao za skupove A; N A3, Ay N Ay).

Skup A; N Ay N A3 N Ay ima 6 elemenata jer polja 4,7 + 3 moraju biti iste boje za
i€ {1,2,3}.

Dakle, broj trazenih bojanja iznosi

30-4.6-334+3-6-3242-6-6+6-6—2-6-3—2-6-2+6=297.
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Drugo rjeSenje.

Svako bojanje niza s tri boje tako da ne postoje tri uzastopna polja obojena trima
razli¢itim bojama éemo zvati dobro. Ako su zadnja dva polja iste boje, reé¢i ¢emo da je
bojanje tipa 1, a ako su zadnja dva polja razli¢ite boje, re¢i ¢emo da je bojanje tipa 2.
Neka je a, broj dobrih bojanja n polja tipa 1 i b, broj dobrih bojanja n polja tipa 2.
Zanima nas koliko je ag + bg.

Odredimo rekurzivne relacije za a,, i b,. Prvo, vrijedi a,,1 = a, + b,. Naime, kako su
polja n, n + 1 iste boje, svako dobro bojanje n + 1 polja dolazi od jedinstvenog dobrog
bojanja n polja.

Promotrimo sada dobro bojanje n + 1 polja tipa 2. Ako su polja n — 1,n iste boje,
tada polje n + 1 moze biti obojano u 2 boje. Ako su polja n — 1, n razli¢ite boje, tada
polje n + 1 mora biti obojano kao i n — 1. Stoga je b,+1 = 2a, + b,.

Kako je ao = 3 i by = 6, uz ove relacije dobivamo da je ag = 123,b5 = 174. Stoga je
broj dobrih bojanja jednak ag + bg = 297.

Zadatak A-4.7.
Odredi najve¢u mogucu vrijednost realnog dijela kompleksnog broja
8 — 8
z

(10 + 147)z +
ako je z kompleksan broj takav da je |z| = 2.

Prvo rjeSenje.

1 z z
Primijetimo prvo da je — = — = —.
z |22 4
Zapisemo li z = x 41y, =,y € R, dobijemo
8 —8i

(10 + 140)z + 220 = (10 + 14d) (2 + i) + (2 — 2i)(x — iy)
2
= 122 — 16y + (122 + 8y).

Stoga je trazeni realni dio jednak

122 — 16y.
Kako je |z| = 2, postoji realan broj ¢ takav da je z = 2cos(t) i y = 2sin(t).
3 4
Neka ¢ € (0,7/2) broj takav da je cos(p) = = Tada je sin(yp) = 5

Sada je

3 4
122 — 16y = (20 = 2cost — 20 - 5 ZSint)
=40 (cosp - cost —sinp - sint) = 40 cos(p + t)
Kako je cos(s) < 1 za svaki s € R, slijedi da je trazeni izraz manji ili jednak 40.

8
Za x = = iy= —x (odnosno t = —y) vidimo da se ova vrijednost zaista i postize.
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Drugo rjeSenje.

Kao u prvom rjesenju zelimo odrediti najve¢u mogucéu vrijednost izraza 12z — 16y uz
uvijet 22 + y? = 4. 2 boda

Koristit ¢emo da za sve realne brojeve a, b, z,y vrijedi Cauchy-Schwarz nejednakost
(2% + %) (a® + b*) = (ax + by)?

uz jednakost ako i samo ako ay = bx.

Ako stavimo a = 12 1 b = —16, dobivamo

1600 = (2% + 3*)(12% + 16%) > (122 — 16y)?

pa je 12z — 16y < 40. 6 bodova
Jednakost se postize ako i samo ako je 12y 4+ 16z = 0, odnosno y = —gaz. Taj uvjet i

6 8
uvijet 2 + y? = 4 zadovoljava, na primjer, r = 5 Yy = - 2 boda

Napomena: U drugom rjeSenju nejednakost (2 + y?)(a® + b?) > (ax + by)? se moze
dokazati raspisivanjem jer je ekvivalentna s (ay — bx)? > 0 ili pozivanjem na neku od
poznatih nejednakosti (AG ili Cauchy-Schwarz). Medutim, za potpun broj bodova na
ovome zadatku tu tvrdnju nije nuzno dokazivati.
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