DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — B varijanta
25. travnja 2023.

Zadatak B-1.1.
Odredite sve realne brojeve p # 2 takve da za rjesenja sustava jednadzbi

r+py=3
pr+ 4y =6

vrijedi y — x < p.
Rjesenje.

Ako iz prve jednadzbe izrazimo x = 3 — py i uvrstimo u drugu jednadzbu, nakon sredivanja
dobivamo

y(2—p)(2+p)=302—p)
Bududi da je p # 2, jednadzbu mozemo podijeliti s (p — 2), iz ¢ega proizlazi y(2 + p) = 3.
Zakljucujemo da p ne smije biti ni —2 kako bi sustav imao rjesenja. U tom slucaju vrijedi
3 6
y=——,p#* 12 Sadaiz x =3 — py slijedi z = ——, p # +2.

p+2 2+p’
Uvrstavanjem dobivenih vrijednosti od z i y u uvjet y — x < p dobivamo nejednadzbu
36 _
24+p 2+p b

Prebacimo li sve ¢lanove na lijevu stranu redom dobivamo sljedeé¢i niz ekvivalentnih nejed-
nadzbi:

24p 2+4p P
—3—92p—p?
p—Dp <0
2+0p
—2—(1 2
(1+p) ~ 0
24+p

Budu¢i da brojnik dobivenog razlomka na lijevoj strani nejednakosti ima uvijek negativnu
vrijednost, nazivnik mora biti pozitivan kako bi cijeli razlomak bio negativan, odnosno 2+p > 0,
pa za trazeni parametar p koji zadovoljava dane uvjete vrijedi

p>—2,p#2
Zadatak B-1.2.

Rijesite jednadzbu
||z — 2023| 4+ 2022z| = |2022 — 2023 — || .
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Rjesenje.
Dva realna broja imaju istu apsolutnu vrijednost ako i samo ako su to ili jednaki brojevi ili
suprotni brojevi. Dakle, vrijedi da je

|z — 2023 + 20222 = 2022 — |2023 — 2| ili | — 2023| + 2022z = —2022 + [2023 — x| .
Uoc¢imo da vrijedi |x — 2023| = |2023 — z|. U prvom slucaju dobijemo jednadzbu

2|z — 2023| = 2022 — 2022z, odnosno
|z — 2023| = 1011 — 1011z.

Ova ¢e jednadzba imati rjesenje ako je 1011 — 1011z > 0, odnosno ako je x < 1. Tada je ili

r — 2023 = 1011 — 1011

1012z = 3034
3034 o1

r=-—"
1012 ’

pa to nije rjesenje, ili je

r — 2023 = —1011 + 1011z

—1010xz = 1012
1012 506
r=—-———
1010 505

sto jest rjesenje.
U drugom slucaju iz |z — 2023| 4+ 2022z = —2022 + |2023 — z| dobivamo 2022z = —2022, pa
slijedi z = —1.

Sva rjesenja dane jednadzbe su x = —% iz=—1

Zadatak B-1.3.

Vrhovima kvadrata ABC' D, Matko je pridruzio razlicite prirodne brojeve manje od 16 tako da
pri odabiru bilo koja tri vrha kvadrata, aritmeticka sredina njima pridruzenih brojeva bude
cijeli broj. Na koliko je razli¢itih nac¢ina Matko mogao numerirati vrhove kvadrata?

Rjesenje.
Oznacimo brojeve pridruZene vrhovima kvadrata s a, b, cid pri cemu su a, b, ¢, d € {1,2,...,15}.

Prema uvjetima iz zadatka, zbrojevi a+b+c, a+b+d, a+ c+d, b+ ¢+ d moraju biti djeljivi
s 3. Promatramo sve slucajeve u kojima to mozemo postiéi.

Pruvi slucaj: sva cetiri odabrana broja su djeljiva s 3.
Tada Cetiri broja biramo iz skupa {3,6,9,12,15}. Od 5 razlicitih brojeva, ¢etiri razli¢ita broja
mozemo odabrati na 5 nacina (jer biramo jedan koji neéemo uzeti).

Drugi slucaj: sva cetiri odabrana broja pri dijeljenju s 3 daju ostatak 1.
Tada Cetiri broja biramo iz skupa {1,4, 7,10, 13}. Njih ponovno mozemo odabrati na 5 naéina.

Treci slucaj: sva cetiri odabrana broja pri dijeljenju s 3 daju ostatak 2.
Tada Cetiri broja biramo iz skupa {2,5,8,11,14}. Njih ponovno mozemo odabrati na 5 naéina.
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Ceturti slucaj: u svakoj trojci ¢iji zbroj promatramo, jedan od odabranih brojeva pri dijeljenju
s 3 daje ostatak 0, drugi 1, a treci 2.

Pokazimo da je ovo nemoguée posti¢i za sve odabire tri broja iz skupa {a, b, ¢, d}. Bez smanjenja
opcenitosti promatrajmo odabir u kojem je broj a djeljiv s 3, broj b pri dijeljenju s 3 daje ostatak
1, a broj ¢ ostatak 2.

Ako je sada broj d djeljiv s 3, zbrojevi a + b+ d i a + ¢ + d nece biti djeljivi s 3. Ako broj d
pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1, zbrojevi a + b+ d i b+ ¢+ d nisu djeljivi s 3. Ako broj d pri
dijeljenju s 3 daje ostatak 2, zbrojevi a + ¢+ d i b+ ¢ + d nisu djeljivi s 3.

Dakle, ostatci pri dijeljenju s 3 moraju biti jednaki za sva 4 broja a, b, c i d, pa je ukupan broj
odabira brojeva za numeriranje vrhova kvadrata jednak 5+5+5 = 15. Za svaki od tih odabira,
Cetiri broja mozemo razmjestiti na 4 -3 -2 -1 = 24 nacina, pa je ukupno 15 - 24 = 360 razlic¢itih
mogucnosti numeracije vrhova kvadrata uz dane uvjete.

Zadatak B-1.4.

Kut <CBA trokuta ABC je dvostruko veéi od kuta <BAC. Ako je |BC| : |AB| =4 :51i
|AC| = 18, odredite opseg i povrsinu trokuta ABC.

Rjesenje.
Neka je <BAC = «. Tada je <CBA = 2a. Neka je D tocka u kojoj simetrala kuta <CBA

sijeCe stranicu AB. Uz oznake kao na slici vrijedi <BDC' = 2a (vanjski kut trokuta ABD),
a:c=4:50=18, |BD|=uz.

pa redom imamo

4r = 5(18 — x)
92 = 90
x =10

= b—zx =28

Drzavno natjecanje iz matematike 2023. 3/24



Trokuti ABC i BDC su slicni prema poucku KK, pa vrijedi

b—xr a x

a b ¢
iz Cega dobivamo a? = 18 - 8, odnosno a = 12. Sada iz uvjeta zadatka (ili slicnosti) slijedi
c=15.

Opseg trokuta ABC iznosi 12 + 15 4+ 18 = 45. Povrsinu mozemo izracunati koriste¢i Heronovu

formulu:
45 745 45 45
P= — — —¢)=4|/—|—-12) [ — -1 — =1
\/8(8 a)(s = b)(s — ) \/ 2 < 2 ) ( 2 5) ( 2 8)
1 135
— \/45.91-15-9 = —— /7.
1 5 5 1 7

Napomena: Duljina x moze se izracunati i koristeci, uz zadane uvjete, samo sli¢nost gore nave-
denih trokuta, umjesto koristenjem poucka o simetrali kuta.

Povrsinu trokuta ABC' mozemo izracunati i na sljede¢i nacin.

_ 2 BT
U jednakokra¢nom trokutu AD B visina na osnovicu AB jednaka je vp = /22 — <;) = \2/—
5v7 \/7
Tada iz pravokutnog trokuta AN D dobivamo sin o = % = pa trazena povrsina iznosi:
p_ b-vp B b-ecsina B 18-15-\/7_ 1357
22 8 4

Zadatak B-1.5.

Odredite sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe

(mn — 3)* = m? + n* — 4mn.
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Rjesenje.
Zapisimo danu jednadzbu u drugacijem obliku:

(mn — 3)* = m® + n® — 4mn

(mn)? — 6mn +9 =m? +n® — dmn

(mn)? +9 =m? +n®+ 2mn

(mn)®>+9 = (m +n)>.
Premjestanjem kvadratnih ¢lanova na istu stranu jednakosti i faktorizacijom razlike kvadrata
dobivamo:

(m+n)*— (mn)>=9

(m+n—mn)(m+n+mn) =09.

Bududi da su m i n cijeli brojevi, iz zadnje jednakosti dobivamo Sest mogucih slucajeva:

. {m—l—n—mnzl

5 m+n—mn=—1
"lm4+n+mn=-9
3 m+n—mn=29
lm4+n+mn=1
1 m+n—mn=-9
“Ilm4+n+mn=-1
5 m-+n—mn=
"lm4+n+mn=3

U prvom slucaju se nakon zbrajanja i oduzimanja danih jednadzbi te sredivanja dobiva sustav:

m+n=>5
mn = 4.

Iz druge jednadzbe slijedi da je (m,n) € {(1,4),(4,1),(—4,—-1),(—1,—4),(-2,-2
(

(-2,
Uvrstavanjem u prvu jednadzbu zakljucujemo da su jedina rjesenja (m,n) € {(1,4),

U drugom slucaju dobije se sustav:

m-+n=-—5
mn = —4.

Iz druge jednadzbe slijedi da je (m,n) € {(—1,4),(4,—1),(—4,1), (1, —4),(-2,2),(2,—2)}, ali
niti jedan od tih uredenih parova nije rjesenje danog sustava, a onda ni pocetne jednadzbe.

Drzavno natjecanje iz matematike 2023. 5/24



U tre¢em slucaju sustav je
m+n=2>5
mn = —4.

Analogno, kao u prethodnom sluc¢aju dobivamo da sustav nema cjelobrojnih rjesenja.

U cetvrtom slucaju rjesavamo sustav

m-+n=—5
mn = 4.
Cija su rjeSenja (m,n) € {(—1,—4), (—4,—1)}.

U petom slucaju rjesavamo sustav

m4+n=3
{ mn = 0.
¢ija su rjesenja (m,n) € {(0,3), (3,0)}.
U Sestom slucaju rjesavamo sustav
m+n=-3
{ mn = 0.

¢ija su rjesenja (m,n) € {(0,—3),(—3,0)}.

Konacno, sva cjelobrojna rjesenja polazne jednadzbe su:

(m’ n) S {(17 4)v (47 1)’ (_1’ _4)’ (_4’ _1>7 (O’ _3)’ (_3’ 0)7 (0? 3)7 (37 O)}
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — B varijanta
25. travnja 2023.

Zadatak B-2.1.

6 + 4v/2 6 — 42 )2
V2 +1/6 + 42 \/5—\/6 42

[zracunajte koliko je (

Rjesenje.
Uocimo da vrijedi:

V6+4v2 =14+ 42 +2 = (2+\/§)2:|2+ﬁ|=2+ﬂ

V6—1v2=\1—4/2+2= (2—\/5)2:|2—\/§|:2—\/§.

Uvrstavanjem dobivenih jednakosti u pocetni brojevni izraz odredimo njegovu vrijednost.
2
6+ 42 6 — 4v/2 )
V2416 + 42 e V6 — 42

6+ 412 6 — 412 )2_
Vitaivi vaaia)

(i
(
(6+4\/_ 22-2 6-4v2 2ﬂ+2>2:
[
(™5

+ .
2W2+2 2/2—-2 2/2—-2 2/2+2
12\/_+16—12 8v/2 12\/§—16+12—8\/§>2

292 * (2v/2)2 — 22
42+ 4 4[4 4)
(\/§+1+\/§—1) =
(2v2) =
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Zadatak B-2.2.

Odredite a € R tako da rjeSenja jednadzbe a(x? — 1) + 42 = 5 budu razli¢iti realni brojevi vedi
od 1.

Prvo rjeSenje.

Zadana je jednadzba ekvivalentna jednadzbi az? +4x —a — 5 = 0.

Kako bi navedena jednadzba imala dva razli¢ita realna rjesenja, mora vrijediti:

D =16 —4a(—a—5) =16 +20a+4a®> > 0ia # 0, to jest a € (—oo, —4)U (-1, 0)U(0, +o0).
Prema uvjetu zadatka, za rjesenja x; i x9 mora vrijediti z; > 1ixy > 1, odnosnot; = x1—1 > 0
itg=a9—1>0.

Dva su realna broja pozitivna ako su im i umnozak i zbroj pozitivni brojevi.

1. uvjet: t1 -t >0

(x1—1)-(zg—1) >0

T1-To—T1—To+1>0

b
C—<—>+1>0
a a

—a—5 4 —a—5+4+a -1
+-+1= =—2>0
a a a a

Rjesavanjem nejednadzbe dobiva se rjeSenje prvoga uvjeta:

a € (—00,0).

2. uvjet: t1 + 1o >0
r1—1+25—-1>0

b 4 —4 -2
Py —2=—0—2=—-_—2="-_""C+9
a a a
Rjesavanjem nejednadzbe dobiva se rjesenje drugoga uvjeta:

a€ (=2, 0).
Konacno rjesenje presjek je svih uvjeta: a € (—1, 0).

Drugo rjeSenje.

Zadana je jednadzba ekvivalentna jednadzbi az? +4x —a — 5 = 0.

Kako bi navedena jednadzba imala dva razli¢ita realna rjesenja, mora vrijediti:

D =16 —4a(—a—5) =16 +20a+4a®> > 0ia # 0, to jest a € (—oo, —4)U (-1, 0)U(0, +o0).

Rjesenja x; i x5 jednadzbe az? + 4x — a — 5 glase:

~4+,/16—4a(-a—5) —4+£I6+4a? +20a -4+2Va? 150+ 4

T2 = 2a - 2a a 2a

—2++Va?+5a+4
- .
—2++va%2+5a+4 —2—+Va*+5a+4

Prema uvjetu zadatka vrijedi: z; = >1ixg= > 1.
a a

Vrijedi da je: x12 =
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L. slucaj: a € (—oo, —4) U (-1, 0).

—24++Va?>+5 4
+ Vvac+oa+ ~1/-a
a
—2—+Va?+ba+4
a* 4 oa + ~1/-a

a

—2+Va2+ba+4<a
—2—vat+5ba+4<a

Va2 +5ba+4<a+2
a’+5a+4>—a—2
Ako je a € (—oo, —4), vrijedi da je a+2 < 0 pa prva nejednadzba, a time i cijeli sustav, nema
rjesenja.
Ako je a € (—1, 0), nejednakost va? + 5a +4 > —a — 2 uvijek vrijedi pa je rjeSenje sustava
nejednadzbi jednako rjesenju prve nejednadzbe u sustavu.

Va2 +5a+4<a+2/?

a’>+5a+4<a®+4a+4

a<0

Rjesenje nejednadzbe je a € (—o0, 0).

Uzmemo li u obzir i uvjet, rjesenje ovoga slucaja glasi a € (—1, 0).
2. slucaj: a € (0, +00).

—2++va?+5a+ 4
>

1/
a /-a
—2—+va*+5a+4
a* 4 oa + ~1/-a
a

—2+Va2+ba+4>a
—2—va*+5a+4>a

a?+5a+4< —a—2

{\/a2+5a—|—4>a—|—2

Kako je u ovome slucaju a € (0, 4+00), vrijedi da je —a — 2 < 0 pa druga nejednadzba, a time
i cijeli sustav, nema rjesenja.

Konacno, jednadzba ima dva rjesenja veca od 1 kada je a € (—1, 0).
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Zadatak B-2.3.

Dvije jednake posude od po 30 litara sadrze ukupno 30 litara svjeze cijedenoga soka od narance.
U prvu posudu dolijemo vode do vrha, a zatim dobivenom mjesavinom soka i vode napunimo
drugu posudu do vrha. Potom u prvu posudu prelijemo 12 litara nove mjesavine soka i vode
iz druge posude. Sada je u drugoj posudi 2 litre svjeze cijedenoga soka manje nego u prvoj
posudi. Koliko je soka bilo u pojedinoj posudi na pocetku?

Rjesenje.

Neka je ¢ udio soka u x litara mjesavine.

prva posuda druga posuda
prelijevanje udio soka kolicina /L udio soka koli¢ina /L
pocetak o =1 T co=1 30—z
1. Cl:% 30 co=1 30 —x
2. ¢ =g 30 — cg—C°'<30_3§)+CI'I 30
N oy = c1- (3042—;”5);‘ 12¢, 49— 2 y — 30 — xgg - 8

Nakon svih prelijevanja koli¢ina soka u prvoj posudi iznosi ¢z - (42 — z) = ¢; - (30 — x) + 12¢5,
a u drugoj posudi ¢y - 18 = 18c¢s.

Prema uvjetima zadatka, za konaénu koli¢inu soka vrijedi:
c1- (30 —x) 4+ 12¢5 = 2 + 18¢y
c1-(30 —z) =2+ 6¢2

T 30—x+4+c -
(30— =216-

= (30-2) =2+ o
:v(30—93):60~|—6<30—93+;;)-x>

2

30x—x2:60+180—6x+%
22 — 30z + 200 = 0
x1:10 IQIQO

U prvoj posudi ne moze biti 10 litara soka jer bi tada po zavrsetku prelijevanja u prvoj posudi
bile 32 L smjese.

Prema tome, u prvoj je posudi na pocetku bilo 20 L, a u drugoj 10 L soka od narance.
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Zadatak B-2.4.

Duzine AD i EH, duljine 12, podijeljene su tockama B i C, odnosno F' i G, na tri jednaka
dijela. Nad svakime od tih dijelova konstruirani su polukrugovi koji se medusobno dodiruju u
tockama R, S'i T kao $to je prikazano na slici. Kruznica k sa sredistem u tocki S polumjera je
duljine 4. Kolika je vjerojatnost da slucajno odabrana tocka unutar kruznice £ neée biti unutar
polukrugova, ve¢ u osjencanom dijelu?

Rjesenje.
Polumjer svake od polukruznica jednak je 12 : 6 = 2.

Odredimo najprije povrsinu osjencanoga kruznog odsjecka prikazanoga na slici.

Udaljenost tetive kruznice k (kojoj pripadaju tocke B i C') od srediSta S jednaka je polumjeru

polukruznice i iznosi 2. Oznac¢imo s a pripadni kut kruznoga isjecka kao na slici. Budu¢i radijus
2

kruznice k iznosi 4, vrijedi da je cos% =1~ odnosno a = 120°.
Tada je povrsina P, oznacenoga kruznog odsjecka jednaka:
427 . 120°  4-4-sin120° 167
— = — 4V 3.
360° 2 3 V3
Odredimo i povrsinu osjenc¢anoga dijela izmedu polukruznica.

P =

Povr$ina dvaju osjencanih dijelova sa slike jest P, = 2(4? — 227r) = 32 — 8.
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Ukupna povrsina svih osjencanih dijelova zadane kruznice k jednaka je:
16 8
PO:2P1+P2:2<37T—4\/§) +32 - 87 = o7+ 32— 8V3.

Trazena vjerojatnost jednaka je omjeru osjencane povrsine i povrsine kruga k, odnosno:

 Pp 3m+32-8V3
P= R tem

Zadatak B-2.5.

Na slici je prikazana pravokutna slika s okvirom. Osjencani dio predstavlja sliku, a okvir je
sastavljen od osam sukladnih trapeza. Duljine osnovica tih trapeza prirodni su brojevi, a iznos
povrsine svakoga pojedinog trapeza prost je broj. Ako je povrsina slike manja od 200 kvadratnih
jedinica, kolika je najve¢a moguca povrsina slike?

Prvo rjeSenje.

Neka su x i y, x > y, osnovice trapeza i neka je h visina trapeza, a p njegova povrsina.

oo . T+
Tada vrijedi da je p = 5 Y h.
x y T
Y % Y h

Dulja stranica okvira iznosi 2x+y, a duljina njegove krace stranice iznosi x. Dulja stranica slike
iznosi z+2y, dok je duljina njezine krace stranice jednaka y. Povrsina slike iznosi P = y(x+2y).

Uoc¢imo da vrijedi da je 2o + y = = + 2y + 2h, odnosno da je h = %
Za povrsinu trapeza tada vrijedi da je p = z ;— LA ; J_ (z+ yl(:v — y)

Promotrimo umnozak (z + y)(z — y) = 4p.

Kako su z, y i p prirodni brojevi, umnozak (z+y)(z —y) mora biti paran broj. Kako su brojevi
x +y ix —y iste parnosti, mozemo zakljuciti da oba moraju biti parna. Uoc¢imo takoder da je
r—y<z+y.

1. slucaj: p =2

Tada je (x+y)(z —y) =8, odnosno x+y =41z —y =2. Tada je x = 3, y = 1 te je povrsina
slike P =1- (34 2) =5 kvadratnih jedinica.

2. slucaj: p prost broj veci od dva

U ovome je sluc¢aju p neparan broj, a kako su faktori x+y i x —y prema prethodnome zakljucku
oba parni brojevi, mora vrijediti da je jedan od njih jednak 2, a drugi 2p. Uzmemo li u obzir
da je x —y < x +y, ocito vrijedi x —y =21z +y = 2p.
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Rjesavanjem dobivenoga sustava jednadzbi dobivamo da je x = p+ 1, a y = p — 1. Povrsina
slike tada je jednaka P = y(z +2y) = (p — 1)(3p — 1).

Za p = 3 povrsina slike iznosi P = 2 - 8 = 16 kvadratnih jedinica.

Za p = 5 povrsina slike iznosi P = 4 - 14 = 56 kvadratnih jedinica.

Za p = 7 povrsina slike iznosi P = 6 - 20 = 120 kvadratnih jedinica.

Za p = 11 povrsina slike iznosi P = 10 - 32 = 320 > 200 kvadratnih jedinica.

Buduéi da povrsina slike mora biti manja od 200 kvadratnih jedinica, zaklju¢ujemo da je najveca
moguca povrsina jednaka 120 kvadratnih jedinica.

Drugo rjeSenje.

Buduéi su zadani trapezi sukladni i jednakokracni, a zbroj veli¢ina dvaju siljastih kutova uz
osnovicu jednak je 90°, mozemo zakljuciti da su Siljasti kutovi trapeza veli¢ine 45°.

Oznacimo s x visinu trapeza, a s y duljinu njegove krace osnovice kao na slici. Tada je duljina

veCe osnovice trapeza jednaka 2x + y.

2r+y+y
2

Povrsina trapeza prost je broj, a x i y prirodni su brojevi, zna¢i da mora vrijediti da je x = 1.

Povrsina trapeza tada je jednaka p =y + 1.

Povrsina pojedinoga trapeza tada iznosi p = = (r+y)- .

Povr$ina slike iznosi P =1y - (y + 22 +y +y) = y(3y + 2) = 33> + 2y.

Mora vrijediti da je 3y? + 2y < 200, pri ¢emu je y prirodan broj. Navedena nejednakost
zadovoljena je za y € {1,2,3,4,5,6,7}.

Kako broj y 4+ 1 mora biti prost, zakljucujemo da y moze poprimiti neku od vrijednosti 1, 2, 4
ili 6. Za y = 6 slika je najvece povrsine koja iznosi P = 3-36 + 2 -6 = 120 kvadratnih jedinica.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — B varijanta
25. travnja 2023.

Zadatak B-3.1.

Zadan je trokut ABC. Na pravcu 2z +y + 10 = 0 lezi stranica BC toga trokuta, na praveu
2¢x —y — 2 = 0 stranica AC i na pravcu 2x — 7y + 10 = 0 lezi teziSnica iz vrha A. Odredite
koordinate vrhova trokuta ABC.

Rjesenje.

Neka je a pravac BC, b pravac AC', a t, pravac AP na kojemu lezi tezisnica iz vrha A. Tada
jeanb={C}, abnt, ={A}.

Dakle, koordinate vrha C dobit ¢emo kao rjeSenje sustava
20 +y+ 10 =0,

20 —y —2=0.

Zbrojimo li jednadzbe dobivamo x = —2, a zatim iz jedne od jednadzbi y = —6. Dakle, vrh C
jest C(—2,—6).

Koordinate vrha A dobit ¢emo kao rjesenje sustava
20 — Ty +10 =0,

20 —y—2=0.

Oduzmemo li jednadzbe sustava dobivamo y = 2, a zatim iz jedne od jednadzbi x = 2. Dakle,
vrh A jest A(2,2).

Poloviste stranice BC je tocka P(xp,yp) i za njezine koordinate vrijedi

Trp+ ¢ rg — 2
:L‘P: 2 — 2 ,
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_Yyptyc yp—06

22

Bududi da se tocka P nalazi na tezisnici, odnosno pravcu t,, a tocka B na pravcu a, njihove
koordinate zadovoljavaju jednadzbe tih pravaca. Dakle, vrijedi:

yp

1‘3—2 yB—6
. - 7.
2 2

2

+10 =0,

Nakon sredivanja dobivamo sustav jednadzbi
2z — Typ + 58 = 0,

2x3+y3+10:0.

Oduzmemo li jednadzbe toga sustava dobivamo yp = 6, a zatim iz jedne od jednadzbi x5 = —8.
Dakle, vrh B jest B(—8,6).

Zadatak B-3.2.
(1+1tg1°)(1+tg2°) —2

Odredite siljasti kut a ako je tga = (- tel)(1—tg2) 2

Prvo rjeSenje.

Uredimo desnu stranu dane jednakosti. Prvo ¢emo izmnoziti izraze u zagradama i malo pojed-
nostavniti.

(T +tglo)(14+tg2°) —2  14tgl° +tg2° +tg1°-tg2° —2

S (1—tglo)(1—tg2°) —2 1—tgle —tg2° +tgle-tg2° —2

tg o

o tg17+tg2° +tg1° - tg2° — 1
C —tgle—tg2° +tgle-tg2° — 1
Nakon sredivanja, podijelimo brojnik i nazivnik s tg1° - tg2° — 1. Slijedi

tg1° + tg 2°

_ tgle-tg2e—1

g = tg1° 4 tg2°
tgle-tg2° —1

+1

+1

tg1° + tg2°
1—tgle-tg2°’

Kako je tg3° = onda je

1 —tgd°

tgax = ———.
& 14+ tg3°
Desnu stranu u danom izrazu, uz ¢injenicu da je tg45° = 1, mozemo zapisati kao

1 —tg3®  tgdd® —tg3°
 1+tg3°  1+tgdhe-tg3e

tga = tg(45° — 3°) = tg42°.

Dakle, o = 42°.
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Drugo rjeSenje.

Uredimo desnu stranu dane jednakosti. Prvo ¢emo izmnoziti izraze u zagradama i malo pojed-
nostavniti.

(1+tg1°)(1+tg2°) —2 1+tgl°+tg2° +tg1° -tg2° —2

tga — _
YT T tg1o)(1—tg2) —2 1 _tglo —tg2° 1 tglo-tg2° — 2

o tg 17+ tg2° +tg1° - tg2° — 1
 —tgle—tg2e +tgle-tg2e — 1
Ovu jednakost mozemo pisati u obliku

sin 1° sin 2° sin1° sin2°

cosl®  cos2°  cosl® cos2°
sin 1° sin 2° sin1°  sin 2°

+
cosl® cos2° cosl® cos?2°

tga =

sin 1° - cos2° +sin2° - cos 1° + sin 1° - sin 2° — cos 1° - cos 2°

_ cos 1° - cos 2°
—sin1°-cos2° —sin2° - cos 1° +sin 1° - sin 2° — cos 1° - cos 2°

cos 1° - cos 2°
(sin1° - cos 2° 4 sin 2° - cos 1°) — (cos 1° - cos 2° — sin 1° - sin 2°)

~ —(sin1°-cos2° +sin 2° - cos 1°) — (cos 1° - cos 2° — sin 1° - sin 2°)
_ sin3° —cos3°  cos3° —sin3d®  cos3°(1 —tg3°)

~ —(sin3° +cos3°) cos3°+sin3°  cos3°(1+tg3°)

Prema tome je
1 —tgd°

C 14tg3e

Desnu stranu u danom izrazu, uz ¢injenicu da je tg45° = 1, mozemo zapisati kao

tg o

1 —tg3° tg45° — tg 3°
— g — g g :tg(450_30):tg420-
14+tg3° 1+4tgdde-tg3e

tg o

Dakle, o = 42°.

Zadatak B-3.3.

Odredite sve troznamenkaste prirodne brojeve abc za koje je a + b+ ¢ = alog, c.
Rjesenje.

Dani ¢e izraz imati smisla ako jea > 0,b>11ic¢ > 1.

U danom je izrazu lijeva strana prirodan broj, pa to mora biti i desna strana. Da bi desna
strana bila prirodan broj mora biti ¢ = b.

Uvrstavanjem te jednakosti u zadani izraz dobivamo da je a + b + b* = ak.

Iz b+ b* = a(k — 1) slijedi da je broj k > 1 jer bi u protivnom lijeva strana bila negativna, $to
je nemoguée. Buduéi da je ¢ prirodan broj izmedu 2 i 9 te ¢ = b*, broj k moze imati vrijednost
2 ili 3.
Ako je k = 2, tada je

a+0b+ b = 2a,
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b(b+1)=a.

Dakle, znamenka a je umnozak dvije uzastopne znamenke, Sto je mogucée samo ako je b = 2 i
a = 6. Tada je ¢ = b? = 4, pa se radi o broju 624.
Ako je k = 3, tada je

a+0b+ b = 3a,

b(b* + 1) = 2a.
Ako je b = 2 slijedi da je a = 5. Ako je vrijednost broja b vec¢a od 2, vrijednost broja a ¢e biti
veéa od 9, $to je nemogucée. Slijedi da je ¢ = b> = 8, pa se radi o broju 528.

Dakle, trazeni troznamenkasti brojevi su 528 i 624.

Zadatak B-3.4.

Glinena posuda za cvijece visine 4 dm ima oblik geometrijskoga tijela koje nastaje rotacijom
geometrijskog lika sa slike oko njegove osi simetrije, pravca p. Pri tome je sjeciste pravaca AF' i
BC u polovistu duzine ED, a pravaca EF i C'D u polovistu duzine AB. Koliko iznosi volumen
posude (zanemarite debljinu stjenke)?

Rjesenje.
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Volumen posude izra¢unati ¢emo tako da zbrojimo volumene dva stosca (V; je volumen stosca
promjera baze ED i visine h = 4 dm, V5 je volumen stosca promjera baze AB i iste visine)
te oduzmemo zajednicki dio (V3 i Vj su volumeni stoZaca promjera baze F'C, a zbroj njihovih
visina je h =4 dm).

rizh rimh  rimh  wh

Vo= Vi Vo= V= Vi = 2om 4 20m — 20m = S (4 ).
Primjenom trigonometrijskih omjera na trokute GHE i AGH odrediti ¢emo polumjere rq i 7.
4

h
Kako je tg60° = v/3 = —, dobivamo r, = —.
Je tg V3 " 1 73

Nadalje je

RS N S

V3
tg 75° = tg(45° + 30°) = \% . .
3

ajery=———.
R W
Primjenom poucka o sinusu na trokut AGF odrediti éemo polumjer r3. Dobivamo
T T2

sin75°  sin4h°’

Nadalje je

sin 75° = sin(45° + 30°) = sin 45° cos 30° 4 cos 45° sin 30° =

| S
[\:‘E

N | —

>
|+
>

Sada je
4

x 2443
UETEE
4

paje$:2(\/§—1>,odnosnorg,:g: 3—1.

Uvrstavanjem u pocetnu formulu ra¢unamo volumen
dr [ 4\ 4\’ 2 1360 248
V=—||—5 —F —(V3—-1 :(— 3) dm?®.
3 [<\/§> +<2+\/§> (v3 )} 9 3 vv)Tom

Zadatak B-3.5.
Neka je f realna funkcija sa sljede¢im svojstvima:
° Df = [—4, OO>7
« f(0)- f(1) <0,
o funkcija f strogo je padajuéa na Citavoj domeni i ima jednu nultocku.

Odredite sve # € R za koje vrijedi nejednakost f(a?* + 2a* —7) < f(a® — 5), pri ¢emu je a
nultocka zadane funkcije f.
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Rjesenje.
Uvedimo supstituciju a® = y. Tada je f(y*> +2y —7) < f(y — 5).

Da bi ova nejednadzba imala smisla vrijednosti izraza u zagradama trebaju biti u domeni
funkcije f. Dakle, mora vrijediti

P2y —T>-4 1 y—-5>-4
ili nakon sredivanja
Pr2y-320 i y>1

Tada je
y € ((—o0,=3]U[1,00)) N[1,00).

Prema tome, dana nejednadzba ima smisla ako je
y € [1,00). (*)
Kako je funkcija f strogo padajuca, polazna nejednadzba ekvivalentna je nejednadzbi
V42 —T>y—5,

odnosno
¥ +y—2>0.
Njezinim rjesavanjem dobivamo y € (—oo0, —2) U (1, 00), a zbog uvjeta (*) je y € (1,00).
Prema tome, polazna je nejednadzba ekvivalentna nejednadzbi a® > 1.
Iz uvjeta f(0) - f(1) < 0 slijedi da je nultocka funkcije f iz intervala (0, 1).
Buduéi da je a nultoc¢ka funkcije f, funkcija x — a® je padajuéa te iz a® > 1 = a® slijedi 2 < 0.

Konacno rjesenje dane nejednadzbe jest x € (—o0, 0).
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — B varijanta
25. travnja 2023.

Zadatak B-4.1.

U skupu kompleksnih brojeva rijesite jednadzbu

(x +5)° = a° +5°.

Rjesenje.
Primjenom binomnog poucka danu jednadzbu mozemo zapisati u obliku
> +5-2*5410-2°-52410-22 - 53 + 525" 4 55 = 2% + 5%,

odakle sredivanjem dobivamo jednadzbu 252* + 25023 + 125022 + 3125z = 0.
Faktorizacijom izraza na lijevoj strani jednadzbe dobivamo sljedeci niz jednakosti:
25z (2% + 1027 + 50z + 125) =
253 (2 +5) (22 — 5+ 25) + 10z(z + 5))
252 (7 + 5) (2* + 52 + 25)

0
0
0.

Iz posljednje jednadzbe dobivamo da su rjesenja dana jednadzbe:

—5 4 5v/3i —5—53i
— Ty = ——(—.

1 ) y L3 9 2

4

Zadatak B-4.2.
Odredite prirodnu domenu funkcije f(z) = \/ log,2_4 (22 — 4z + 3).

Rjesenje.
Kako baza logaritma ovisi o o trebamo razmotriti slucajeve 22 —4 > 1i0 <22 -4 < 1. U
prvom je slucaju logaritamska funkcija rastuca, a u drugom padajuca.

Prui slucaj.

Ako je 22 —4 > 1, onda je x € <—oo7 —\/5> U <\/5, —|—oo>. (%)

Izraz pod korijenom mora biti nenegativan, tj. log,>_,(z*—4x+3) > 0, odnosno z? —4x+2 > 0,
odakle je x € <—oo,2 — \/5} U [2 +/2, —|—oo>. (%)

Konac¢no, logaritamska funkcija je definirana za pozitivne vrijednosti pa mora vrijediti

r? —4x 4+ 3 > 0, no taj je uvjet ispunjen ¢im vrijedi (%x). Dakle, rjeSenje prvog slucaja je
presjek uvjeta (x) i (%), a to je x € <—oo, —\/5> U {2 + /2, +oo>.

Drugi slucaj.

Sada je 0 < 2% — 4 < 1, odakle je 2 < |z| < /5, tj. x € <—\/5, —2> U <2, \/5> (A)
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Logaritamska funkcija je definirana za pozitivne vrijednosti, pa mora biti 22 — 4z + 3 > 0, tj.
z € (—00,1) U (3,4+00). (AA)

Nadalje, izraz pod korijenom mora biti nenegativan, pa je log,._,(z* — 4z + 3) > 0, tj.

2? — 42 + 2 < 0. Rjesnje ove nejednadzbe je x € [2 — 2,2+ \/ﬂ (AAN)

Presjek uvjeta (A), (AA) i (AAA) je prazan pa je rjeSenje drugog slucaja prazan skup.

Domena funkcije je dakle Dy = <—oo, —\/5> U [2 +/2, +oo>.

Zadatak B-4.3.

Odredite sve polinome P s realnim koeficijentima za koje je jednakost
x-Plx—1)=(x—2023) - P(z)

ispunjena za sve realne brojeve x.

RjeSenje.

Kako jednakost x - P(x — 1) = (z — 2023) - P(x) vrijedi za sve realne brojeve x uvrstavanjem

x = 0 dobivamo 0 - P(—1) = —2023 - P(0), odakle slijedi da je P(0) = 0. Nadalje, za x = 1

dobivamo 1- P(0) = —2022- P(1), odakle slijedi da je P(1) = 0. UvrStavanjem x = 2 u zadanu
jednakost dobivamo 2 - P(1) = —2021 - P(2), odakle je i P(2) = 0.

Induktivno, za x = 2022 dobivamo da je 2022 - P(2021) = —1 - P(2022), pa je P(2022) = 0.
Kako su 0,1,2,...,2022 nultocke polinoma P, polinom P mozemo pisati u obliku P(z) =
z-(r—1)(x—2) - (x —2022) - Q(z), za neki polinom Q.

Uvrstimo li sada ovaj raspis polinoma P u pocetnu jednakost, dobivamo

z-(x—1)(z—2) - (£—2022)-(—2023)-Q(z—1) = (z—2023)-z-(x—1)(z—2) - - - (£—2022)-Q(x),
odakle slijedi da je Q(z — 1) = Q(z) za sve realne brojeve x. Jedini polinomi s ovim svojstvom
su konstante. Stoga je Q(x) = ¢, za neki ¢ € R.

Svi polinomi s trazenim svojstvom su oblika

Plz)=c-z-(z—1)(x—2) - (x —2022), c e R.

Zadatak B-4.4.

Zadani su geometrijski likovi Ly, Lg, L3, ... . Lik L; jednakostrani¢ni je trokut povrsine 1.
Svaki sljedeci lik nastaje tako da se svaka od stranica prethodnog lika podijeli na tri jednaka
dijela i iznad srednjeg dijela konstruira novi jednakostrani¢ni trokut. Nakon konstrukcije jed-
nakostrani¢nog trokuta brise se srednji dio iznad kojeg je napravljena konstrukcija (vidi sliku).

AN

L 1 L2 L3
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Odredite povrsinu n-tog lika L,, konstruiranog na opisani nacin.

Rjesenje.

Prvi lik ima tri stranice. Podijelimo li svaku od stranica jednakostrani¢nog trokuta na tri jed-
naka dijela i iznad srednjeg dijela konstruiramo jednakostrani¢ni trokut, te nakon toga srednji

dio obrisemo, drugi lik imati ¢e 3 -4 = 12 stranica. Nastavimo li opisani postupak, slijedi da je
broj stranica treceg lika 3 - 42, éetvrtog 3 - 43, itd. Dakle, n-ti lik ima 3 - 4"~! stranica.

Znamo da je povrsina prvog lika 1. Povrsinu drugog lika dobijemo tako da povrsini prvog
trokuta pribrojimo povrsine tri manja trokuta ¢ije su stranice tri puta manje od stranica prvog

trokuta. Kako je rije¢ o slicnim trokutima s koeficijentom slicnosti —, povrsina svakog manjeg

1 1
trokuta je 32 pa je povrsina drugog lika jednaka P, =1+ 3 - 2= 1+ 3
Usporedimo li sada drugi i treéi lik vidimo da je na drugi lik dodano 3 -4 = 12 manjih trokuta
e L sedmaka Pu— P (R
Cije su povrsine 353 toga je povrsina treceg lika jednaka P3 = P, + 12 - 31~ 1+ 3 + 38
Nastavimo li dalje opisani postupak, dobivamo da je povrsina cetvrtog lika jednaka P, =

1 1 4 42
Py+3-4%. 36 = 1+ 3 + 33 + 35 odnosno opcenito
1 4 42 4n—2
P”:1+§+§+§+.”+32n73'
4 42

4
Uocimo da je .. geometrijski niz s kolicnikom —. Prema tome, povrsinu n-tog lika

37337357
ra¢unamo kao zbroj povrsine prvog lika i (n — 1)-te sume geometrijskog niza:
n—1
g1 1-() s 3 (4
"3 -2 5 5 \9/)
" o 8 3 4\t
Dakle, povrsina n-tog lika je P, =1+ 5, = ETE (9) .

Zadatak B-4.5.

Tezistem jednakostrani¢nog trokuta stranice a prolazi proizvoljni pravac. Dokazite da je zbroj
kvadrata udaljenosti vrhova trokuta do tog pravca konstantan, to jest ne ovisi o izboru pravca.
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Prvo rjeSenje.

Neka su A’, B’, C' ortogonalne projekcije tocaka A, B, C' na pravac p te neka je <AT A" = «.
Kako je <ATB = «BTC = <CTA = 120°, slijedi da je <BT B’ = 60° — o, <CTC" = 60° + «.

3
Tocka T je ujedno i srediste trokutu opisane kruznice pa je |AT| = |BT| = |CT| = R = a3 :
Sada iz pravokutnih trokuta AT A, BT B', CTC' slijedi

V3

sin o

|AA'| = |AT)| - sina = -

3
|BB'| = |BT| - sin (60° — ) = av'3 sin (60° — «)

sin (60° + «) .

|CC'| = |CT) - sin (60° + a) = av'3

- 1 —cos?2
Stovise, primjenom formule sin? ¢ = % te adicijskih formula za kosinus zbroja i razlike

imamo redom:

[AA + |BB* + |CC'|* = R? - [sin® a + sin® (60° — a) + sin® (60° + a)]

_a [1 — cos 2x N 1 — cos (120° — 2a) N 1 — cos (120° +2oz)]
3 2 2 2

_a® [3—cos2a—2cos120°cos2a] a* 3 a?

=3 ; =333

¢ime je tvrdnja dokazana.
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Drugo rjeSenje.

Smjestimo jednakostrani¢ni trokut u koordinatni sustav tako da mu je teziste u ishodistu ko-
ordinatnom sustava, te da vrh A lezi na pozitivhom dijelu osi . Tada vrhovi trokuta imaju

koordinate A (“T‘/g,O) B (_%’ %) iC (—“T\/g, —%)

e

C

Povucimo kroz ishodiste proizvoljni pravac kao na slici. Jednadzba tog pravca je y = kx, tj.
kx —y = 0.

Primjenom formule za udaljenost tocke od pravca dobivamo da je trazeni zbroj kvadrata uda-
ljenosti vrhova trokuta od pravca p jednak:

L. a3 2 _a g a3\ a L. a3 2
d = 3 + 2 6 + 2 = 6 .
VE2+1 VE2+1 VE2 +1

Sredivanjem ovog izraza dobivamo

_ Rt +2 G2 et (R 41) 1,
k241 k41 2

d

sto je i trebalo dokazati.

Provjerimo tvrdnju iz zadatka i u sluc¢aju da tezistem prolazi pravac x = 0. Tada je

d:

a\/§2+ a\/§2+ a\/§2_12a2+3a2+3a2 1,
3 6 6 | 36 27

pa tvrdnja vrijedi za sve pravce koji prolaze tezistem trokuta.
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