Ministarstvo znanosti i obrazovanja Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje
Hrvatsko matematicko drustvo

DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — A varijanta
25. travnja 2023.

1. Odredi sve trojke (p, q,r) prostih brojeva za koje vrijedi pg +r =1+ rp+ qr.

2. Odredi najmanju vrijednost koju moze poprimiti izraz
a® +b* + |ab — 1] + |ab — 4]

za neke realne brojeve a i b.

3. Dan je trokut ABC u kojem je <BAC = 45°, |AB| = 4, |AC| = 3v/2. Neka su AD i BE

visine tog trokuta. Okomica na AB kroz tocku E sije¢e duzinu AD u tocki P.

Odredi |EP|.

4. Za realne brojeve a, b i ¢ vrijedi

abc = —1, a+b+c=4 i

a n b n c _4
a2—3a—1 »2—-3b—-1 —-3c—1 9
33
Dokazi da je a®> + b* + ¢* = 5

5. Neka je n prirodni broj. Dana su dva jednaka kompleta od po n kartica s oznakama od 1
do n. Na stol su nekim redom slijeva nadesno poslozene sve kartice prvog kompleta, a u
nastavku istim redom sve kartice drugog kompleta. Kazemo da je takav poredak kartica
dobar ako je moguce odabrati i ukloniti nekih n kartica tako da preostane n kartica s
brojevima od 1 do n poredanih u rastu¢em poretku slijeva nadesno. Koliko ima dobrih
rasporeda kartica?

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.



Ministarstvo znanosti i obrazovanja Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje
Hrvatsko matematicko drustvo

DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — A varijanta
25. travnja 2023.

1. Odredi polumjer osnovke stosca ¢ija je izvodnica duljine 1, tako da razlika povrsina nje-
govog plasta i njegove osnovke bude maksimalna.

2. QOdredi, ako postoje, racionalne brojeve a i b tako da jedno rjesenje kvadratne jednadzbe

22+ ar+b=0 bude 3+ V3.

3. Manda je, za odabrani prirodni broj n > 3, izradila sve stranice i sve dijagonale pravilnog
n-terokuta od tankog pruca. Zatim je Ivan tih %n(n — 1) stapova podijelio u grupe po
tri Stapa tako da se od svake grupe moze napraviti trokut.

Za koje je brojeve n to mogucée?

4. Simetrala kuta <ACB sije¢e stranicu AB trokuta ABC u toc¢ki K, a opisanu kruZnicu
u tocki L (L je razli¢ito od C'). Neka je I srediste upisane kruznice trokuta ABC, a
S srediste opisane kruznice trokuta I K B. Neka je P sjeciSte pravca SL i stranice AB.
Dokazi da je pravac SK tangenta kruznice opisane trokutu K LP.

5. Postoji li skup od 100 prirodnih brojeva takav da za svaka cetiri elementa tog skupa
njihov umnozak dijeli zbroj njihovih c¢etvrtih potencija?

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — A varijanta
25. travnja 2023.

1. Koliko ima prirodnih brojeva n za koje postoji trokut sa stranicama duljina

3, logon i logymn 7

2. Oznac¢imo s 7(n) broj prirodnih djelitelja broja n. Prirodni brojevi a i b zadovoljavaju
jednakost
a+7(a) =b*+2.

Dokazi da je broj a 4+ b paran.

3. Dan je trokut ABC. Neka je tocka D noziste visine iz vrha A, a tocka E sjeciste simetrale
kuta <CBA s nasuprotnom stranicom. Ako je <BEFA = 45°, odredi <EDC.

4. Odredi najmanji prirodan broj n za koji postoje realni brojevi xq,...,x, € [1,4] koji
zadovoljavaju nejednakosti:

7
$1+$2+...+$n>§n,
1 1 1 2
—+—+...+—=3n
Ty T Tn 3

5. Na plo¢i dimenzija 3 x 2023 koja je na pocetku prazna igra se igra za dva igraca koji
naizmjence vuku poteze. U pojedinom potezu igra¢ odabire dva prazna polja koja se
nalaze u istom retku ili istom stupcu te stavlja po jedan Zeton na ta polja. Gubi igrac
koji ne moze odigrati dopusteni potez.

Ako Kristina igra prva, a Ana druga, koja od njih moze osigurati svoju pobjedu?

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja sSkola — A varijanta
25. travnja 2023.

1. Za realni broj ¢ # 0 i prirodni broj n, neka je a; koeficijent uz z* u izrazu (1 + cx)", a

bi koeficijent uz 2 u izrazu (1 4 2cz)™. Poznato je da su aq, a3 i a4 uzastopni ¢lanovi
geometrijskog niza, te da su by, 2by i 2b3 uzastopni ¢lanovi aritmetickog niza. Odredi
brojeve c i n.

2. Neka je S skup svih prirodnih brojeva manjih od 1000 ¢ije su sve znamenke u dekadskom
zapisu parne. Neka je w kompleksni broj takav da je w? +w + 1 = 0.

Izracunaj zbroj Z Wk tj. zbroj vrijednosti w* za sve k iz skupa S.
k€S

3. Postoje li medusobno razlic¢iti pozitivni realni brojevi ay, as, as, .. ., asez takvi da se od

jednog kvadrata stranice duljine aq,
tri kvadrata stranica duljine ag, ...,
k kvadrata stranice duljine ay, ...,

2023 kvadrata stranica duljine aspos

moze sastaviti kvadrat?

4. Dan je siljastokutan trokut ABC u kojem je |AC| < |BC|. Njegove visine AD i BE
sijeku se u ortocentru H. Duzine DE i CH sijeku u tocki I, a pravei DE i AB u tocki
X. Neka je H; ortocentar trokuta X AC', a Hs ortocentar trokuta XIC'.

Ako je |AH,| = |l H,|, dokazi da je |AI| = |DHs|.

5. Odredi sve funkcije f : N — N takve da za sve a,b € N za koje je f(a) # b vrijedi

fla) =b] f(a)®* +2b+1— f(b)>.

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
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