DRZAVNO NATJECANIJE 1Z MATEMATIKE
Pore¢, 24. — 26. travnja 2023.
5. razred — rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. U nekoj Skoli je manje od 300 ucenika. U Sest razrednih odjeljenja je jednak broj ucenika. Ukupan
broj ucenika u tih Sest odjeljenja je veci od 90. Preostalih ucenika je 20 % vise nego je ukupno u ovih
Sest razrednih odjeljenja. Koliko je uc¢enika u toj skoli?

RjeSenje.

Neka je x jednak broj uéenika u Sest razreda. Ukupan broj uéenika u tih Sest razreda je 6X i taj je broj

veci od 90. To znaci da je

6x > 90, tj. x > 15.
Broj preostalih uéenika u toj $koli dobivamo tako da na ukupno 6x u¢enika dodamo 20 % od 6x, $to je:

6x+02-6x=(14+0.2)-6x=12"-6x="7.2x.

Ako se tom broju dodaju ucenici iz Sest razreda, dobije se ukupan broj ucenika: 7.2x + 6x = 13.2x.
Ukupan broj u¢enika u $koli je manji od 300:
13.2x < 300, tj. x < 22.73.

Broj x mozZe biti samo prirodan broj, pa zakljucujemo da je:
15 < x < 23, odnosno x € {16,17,18,19, 20, 21, 22}.
Umnozak 13.2 - x mora biti prirodan broj.
To ¢e jedino biti ako je x visekratnik broja 10, odnosno za x = 20 .
U skoli je 264 ucenika.

2. Marko je izvadio sve kovanice iz svoje Stedne kasice te ih poslozio na stol u jedan red. Prvo je
poredao kovanice od 2 eura, a zatim je izmedu svake dvije susjedne kovanice u nizu stavio po jednu
kovanicu od 50 centi. Nakon toga je izmedu svake dvije kovanice u nizu na stolu stavio kovanicu od
20 centi. | na kraju je izmedu svake dvije kovanice u novom nizu ubacio kovanicu od 5 centa. Koliko
je komada kovanica bilo posloZeno na stolu, ako je njihova ukupna vrijednost 95 eura?

Prvo rjesenje.

Na stol su prvo stavljene kovanice od 2 eura. Neka ih je bilo n.

Dakle, na stolu je n kovanica vrijednih 2n eura.

Izmedu n kovanica moze se ubaciti n — 1 nova kovanica.

Vrijednost svake je 50 centi ili 0.5 eura, pa je dodan iznos od (n — 1) - 0.5 eura.
Sada je nastolun +n —1 = 2n — 1 kovanica,

u vrijednosti 2n + 0.5n — 0.5 = 2.5n — 0.5 eura.
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Izmedu postoje¢ih 2n — 1 kovanice, mozZe se staviti opet jedna kovanica manje, dakle 2n — 2 kovanice.
Te su kovanice od 20 centi ili 0.2 eura, pa je i njihova vrijednost (2n — 2) - 0.2 = 0.4n — 0.4 eura.
Sada su na stolu 2n — 1 4+ 2n — 2 = 4n -3 kovanice,

a njihova je vrijednost 2.5n — 0.5 4+ 0.4n -0.4 = 2.9n — 0.9 eura.

U zadnjem krugu, izmedu 4n — 3 kovanice moze se postaviti 4n — 4 kovanice.

Vrijednost svake je 5 centi ili 0.05 eura, pa je dodani iznos (4n — 4) - 0.05 = 0.2n — 0.2 eura.
Konacno, na stolu je 4n — 3 + 4n — 4 = 8n — 7 Kovanica,

ukupne vrijednosti 2.9n — 0.9 + 0.2n — 0.2 = 3.1n — 1.1 eura.

Kako je na stolu ukupno 95 eura, iz 3.1n — 1.1 = 95 dobije se

31n=95+1.1

3.1n =96.1

n=296.1:3.1

n = 31.

Sada se izraGuna da je na stolu 831 — 7 = 241 kovanica.

Drugo rjesenje.

Neka je n broj kovanica od 2 eura. Promotrimo $to se dogodilo izmedu prve dvije kovanice od 2 eura.
U prvom koraku je izmedu njih stavljena jedna kovanica od 50 centi.

Nakon toga su stavljene dvije kovanice od 20 centi.

U zadnjem koraku su stavljene jos§ etiri kovanice od 5 centi.

Dakle, imamo niz u kojem se ponavlja sljede¢i uzorak

o0 ®oe0 ()

Prije druge kovanice od 2 eura nalazi se 8 kovanica ukupne vrijednosti od 3.10 eura.
Prije tre¢e kovanice od 2 eura nalazi se 16 kovanica ukupne vrijednosti od 2 - 3.10 = 6.20 eura.

Nastavimo li tako zakljucivati, dobivamo da se prije posljednje kovanice od 2 eura nalazi 8- (n — 1)
kovanica ukupne vrijednosti (n — 1) - 3.10 eura. Kad dodamo posljednju kovanicu od 2 eura, imamo
8n — 7 kovanica u vrijednosti (n — 1) - 3.10 + 2 eura. Ta vrijednost iznosi 95 eura, pa vrijedi

31-(n—1)=95-2
31-(n—1)=93
n—1=93.1:3.1=30
n = 31.

Sada se izraGuna da je na stolu 831 — 7 = 241 kovanica.
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3. Na stranicama BC i CD pravokutnika ABCD dane su redom tocke G i E D, E C
tako da vrijedi |DE| = |BG| i |DE| :%IECI. Tocka F je unutar
pravokutnika ABCD takva da je CEFG takoder pravokutnik.

Ako je povrsina Sesterokuta ABGFED (obojanog lika na slici) jednaka
povrsini pravokutnika CEFG (neobojanog dijela na slici), koliko puta je
BC dulja od DE?

RjeSenje.
Ako |DE| oznaéimo s x, tada iz |[DE| = % |EC| slijedi da je |EC| dvostruko dulja od |DE|, odnosno

|EC| = 2x.

Ozna¢imo s x na skici sve duljine koje su jednake kao |DE| odnosno |BG]|.
Tadaje |[EC| = 2x i |DC| = |AB| = x + 2x = 3x.

Oznacimo s y sve duljine jednake |GC].

3K

Prvi nacin:
Neka je tocka H takva da su EDHF i ABGH pravokutnici. Oznac¢imo njihove povrsine redom P; i P, a
povrsinu pravokutnika CEFG ozna¢imo s Pj.

Vrijedi
Pi=x-y, P, =3x-x, P;y=2x-y
Iz uvjeta znamo da je P; + P, = P3, iz ¢ega slijedi jednakost: x -y +3x-x =2x-y.

Na lijevoj strani primijenimo distributivnost mnozenja prema zbrajanju te lijevu i desnu stranu
jednakosti podijelimo s x ($to smijemo jer duljina x nije 0):

x-(y+3x)=2x"-y,

y + 3x = 2y, tj. dobivamo y = 3x.
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Drugi nadin:
Uvijet da su bijela i crna povr$ina jednake zapravo znaci da je povrSina pravokutnika ABCD dvostruko
veca od povrsine pravokutnika FGCE.

Uz oznake kao na skici slijedi:

Papcp = 3x - (x +y)

Prgee = 2x 1y

Papep = 2 Prece

3x-(x+y)=2-2x-y

3x - (x +y) =4x-y /:x, smijemo dijeliti i lijevu i stranu jednakosti s x jer je x # 0.

3(x + y) = 4y primijenimo distributivnost mnoZenja prema zbrajanju na lijevoj strani jednakosti,
3x + 3y = 4y te s obje strane jednakosti oduzmemo 3y,

jednakost se ne¢e promijeniti, a dobit ¢emo da je y = 3x.

Za oba nacdina slijedi zakljucak:

o X E 2% ¢

3%
Na duzini BC oznadili smo |BG| = x i |GC| = y.
Tocka G pripada duzini BC pa iz dobivenog izraza slijedi da vrijedi
|BC| = |BG| + |GC| = x + 3x = 4x.

Iz |DE| = x i |BC| = 4x slijedi da je BC 4 puta dulja od DE.
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4. Neka je

Prvo rjesenje.

n=9+99+999 +--4+999...999
N ———

99 znamenaka

n=9+99+999 +---+999..999

99 znamenaka

Odredi broj i zbroj znamenaka broja n.

Prvi pribrojnik ima 1 znamenku, drugi dvije, tre¢i 3 znamenke, a posljednji 99 znamenki pa je ukupan

broj pribrojnika 99.

n=9+90+9+900+90+9+ ...

+900..00+900..00+...+900+90+9 =

98 nula 97 nula

n=99-9+98-90+97-900 + 96 - 9000 +95-90000+ ... +2-900..00+900...00

99 -
98 -
97 -
96 -
95-
94 -
93 -
92 -
91 -
90 -
89 -
88 -

4-9+5=4-94+4+1=4-
3:9+44=3-9+3+1=3"
2:94+3=2-94+2+1=2"

1-9+2=1-9+1+1=1"

98 nula 97 nula

9 = 891, na dekadskom mjestu jedinica je znamenka 1

90 + 890 = 8820 + 890 = 9710, na mjestu desetica je 1

900 + 9700 = 87300 + 9700 = 97000, na mjestu stotica je 0

9000 + 97000 = 864000 + 97000 = 961000, na mjestu tisucica je 1

9 4+ 96 = 855 4+ 96 = 951, na mjestu deset tisucica je 1

9+95=94:-9+94+1=94-

9+94 =093
9+93 =92
9+92=091"
9+91=90-
9+90=289-
9+89 =288

9+93+1=093"
9+92+1=092"
9+91+1=091":
94+90+1=90"-

9+89+1=89:

9+88+1=288

10 + 1, na mjestu sto tisuéica je 1
10 + 1, na mjestu milijuna je 1

10 + 1, na mjestu deset milijuna je 1
10 + 1, na mjestu sto milijuna je 1
10 + 1, na mjestu milijarda je 1

10 + 1, na mjestu deset milijarda je 1

10 + 1, na mjestu sto milijarda je 1

10 + 1, na 96. mjestu broje¢i od dekadskog mjesta jedinica je 1
10 + 1, na 97. mjestu broje¢i od dekadskog mjesta jedinica je 1
10 + 1, na 98. mjestu broje¢i od dekadskog mjesta jedinica je 1

10 + 1 = 11, na prva dva vode¢a mjesta su jedinice

n=11111... 111111111011, n ima 100 znamenki, na dekadskom mjestu stotica je 0.

Zbroj svih znamenki je 99.
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Drugo rjeSenje.

Zbroj Pomo¢ne radnje
9 | 9-99 = 891 pisemo 1 pribrajamo 89
99 | 9-98 + 89 = 971 pisemo 1 pribrajamo 97
999 | 9-97 4+ 97 = 970 piSemo 0 pribrajamo 97
9999 | 9-96 + 97 = 961 pisemo 1 pribrajamo 96
99999 | 9-95 + 96 = 951 pisemo 1 pribrajamo 95
<+ 19-94+4+95=0941...
+ 99999...9999 | 9.93 + 94 = 931
11111...11011 | 9.92 + 93 = 921
9-11+12 =111
9-10+ 11 =101
9:-94+10=091
9-2+ 3 = 21 pisemo 1 pribrajamo 2
9-1+ 2 =11 piSemo 11

U rjeSenju ima 99 znamenki 1 i jedna znamenka 0, tako da je znamenki ukupno 100, a zbroj znamenki
je99-1+0=99.

Treée rjesenje.

Vrijedi
999 ...999 = 1000 ...000 - 1.
n znamenaka n+1 znamenaka
Zato je
n=9+99+999+:..4999..999 =1111...1110-99-1 =1111...1110 - 99
[ —
99 znamenaka 100 znamenaka 100 znamenaka
=1111..1011
[ —

100 znamenaka

Zbroj znamenaka broja n je 99.
Broj n ima 100 znamenaka.

5. Na nogometnom turniru sudjelovalo je 10 ekipa koje su igrale svaka protiv svake to¢no jednom. Za
pobjedu ekipa dobiva 3 boda, za poraz 0 bodova, a kod nerijesenog rezultata svaka ekipa dobiva po
1 bod. Na kraju je izracunat ukupan broj bodova za svaku ekipu. Oznac¢imo s M najveéi od tih
brojeva, a s m najmanji od tih brojeva.
a) Ako je ukupni broj bodova svih ekipa jednak 98, koliko najvise moze iznositi M?
b) Ako je ukupni broj bodova svih ekipa jednak 98 i M = 19, koliko mozZe iznositi m?

Prvo rjesenje.
Ako je utakmica zavrsila nerijeSeno, onda je ukupni broj bodova osvojen na toj utakmici jednak 2, a ako
je zavrsila pobjedom neke ekipe, onda je 3.

Ako je x broj utakmica koje su zavrsile nerijeseno, a y broj utakmica koje su zavrsile pobjedom neke
ekipe, onda je 2x + 3y = 98.
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Ukupni broj utakmicaje9 + 8+ 7 + -+ 2 + 1 = 45. Dakle, vrijedi x +y = 45, tj. x = 45 — y.

y 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X 45 |44 |43 |42 |41 |40 |39 |38 |37 |36 |35
2x+3y |90 |91 |92 |93 |94 |95 |9 |97 |98 |99 | 100

Povecanjem broja y za 1, ukupni broj bodova 2x + 3y se povecava za 1.
Zato je jedino rjesenje y = 8, x = 37.
Ukupni broj odigranih utakmica pojedine ekipe je 9.

Ako je samo 8 utakmica zavrsilo pobjedom jedne ekipe, onda je ekipa koja je ostvarila maksimalni
broj bodova mogla imati najvise 8 pobjeda i 1 nerijeSeno, tj. M = 8 -3 + 1 = 25.

To se moze posti¢i tako da je ta ekipa pobijedila sve ekipe osim jedne, a sve preostale utakmice su
zavrsile nerijeSeno. Stoga, odgovor na pitanje pod a) je 25.

Ako je M = 19, to znaci da ekipa s najvise bodova, nazovimo ju ekipa A, mogla ostvariti

I 6 pobjeda, 1 nerijeSeni ishod i 2 poraza
. 5 pobjeda i 4 nerijeSena ishoda

U prvom slucaju preostalih 9 ekipa su medusobno morale igrati nerijeseno jer su sve utakmice koje nisu
zavrSile nerijeSeno bile one u kojima je igrala ekipa A. To znaéi da dvije preostale ekipe imaju 8
nerijeSenih i 1 pobjedu, a Sest preostalih ekipa ima 8 nerijesenih i 1 poraz, pa je m = 8.

U drugom slucaju preostalih 9 ekipa ima u medusobnim utakmicama 3 pobjede i poraza te 33 nerijeSena
ishoda. Promatramo sljedece slucajeve.

Ukoliko sva ta tri poraza ima ista ekipa, onda ona ima ukupno tri ili Cetiri poraza i pet ili Sest nerijesenih
ishoda, ovisno o njezinom rezultatus A,tejem =5ilim = 6.

Ukoliko od ta tri poraza, dvije ima ista ekipa, onda ona ima ukupno ima dva ili tri poraza i Sest ili sedam
nerijeSenih ishoda, ovisno o rezultatu s A. Kako i ekipa s jednim od ta tri poraza ne moZe imati vise od
jednog dodatnog porazas A,ondajem = 6ilim = 7.

Ako ta tri poraza imaju tri razlicite ekipe, onda one imaju jedan ili dva poraza (ovisno o rezultatu s A),
a kako ostale ekipe ne mogu imati vise od jednog poraza (eventualno s A), ondaje m = 7 ilim = 8.

Dakle, m moze biti 5, 6, 7 ili 8.
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DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
Pore¢, 24. — 26. travnja 2023.

6. razred — rjesenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Dokazi da je zbroj 1% + 2% 4 3% 1 4208 | 5% (ieliiv s 5, ali nije s 10.

Rjesenje.

Treba odrediti znamenku jedinica zbroja 17°%° + 229 4 32%% 4. 4293 4 5%

Kako je 1°® =1, onda je 1 znamenka jedinica prvog pribrojnika.

Potencije broja 2, 2' =2, 2* =4, 2° =8, 2* =16, 2° =32, 2° =64, ... zavriavaju redom znamenkama
2,4,8,6,2, 4, ... Cetiri znamenke, 2, 4, 81 6 se periodicki ponavljaju, a kako je

22023

2023 =4 - 505 + 3, onda je 8 znamenka jedinica drugog pribrojnika,

Potencije broja 3, 3'=3,3°=9, 3°=27,3"=81, 3°=243, 3°=729, ... zavriavaju redom
znamenkama 3,9, 7, 1, 3,9, ... Cetiri znamenke, 3,9, 711 se periodicki ponavljaju, a kako je

2023 = 4 - 505 + 3, onda je 7 znamenka jedinica treéeg pribrojnika, 3%,

Potencije broja 4, 4' =4, 4° =16, 4° =64, 4* =256, ... zavriavaju redom znamenkama 4, 6, 4, ...

Dvije znamenke, 4 i 6 se periodicki ponavljaju, a kako je 2023 = 2 - 1011 + 1, onda je 4 znamenka

jedinica Getvrtog pribrojnika, 4°%,

Potencije broja 5 zavravaju znamenkom 5, pa je 5 znamenka jedinica petog pribrojnika, 5°°%,

Zbrojimo li znamenke jedinica zadanih pribrojnika dobivamo 1 + 8 + 7 + 4 + 5 = 25, Dakle, znamenka
jedinica zbroja 1% + 2292 4 3% 4 4208 | 522 je 5,

To znaci da je taj zbroj djeljiv brojem 5, ali nije djeljiv brojem 10 jer mu posljednja znamenka nije nula.

2. Zbroj uzastopnih prirodnih brojeva je 2023. Koliko pribrojnika moze imati taj zbroj?

Rjesenje.

Oznacimo s N prvi, a s n + m posljednji pribrojnik tog zbroja. O¢ito, taj zbroj ima m + 1 pribrojnika.
n+(n+1)+(n+2)+..+(n+m)=2023

(n+n+..+n)+(1+2+...+m)=2023

-~

m+1

(M+1)n+(1+2+...+ m)=2023
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(m+1)n+M=2023
2(m+1)n+m(m+1)=4046
(m+1)(2n+m)=4046

Odredimo proste faktore broje 4046.
4046=2-7-17-17

Kako su m i n prirodni brojevi, vrijedi:

m+1+1

2n+m=1

2n+m>m+1

m+1 2n+m 2n n
2 2023 1 2022 1011
7 578 6 572 286
17 238 16 222 111
14 289 13 276 138
34 119 33 86 43

119 34 118 -84 ¢0 /

Uocimo da nakonm+ 1 =34 vrijedi2n+ m<m + 1.

Stoga nije ispunjen uvjet pa nema potrebe nastavljati niz. Zakljucujemo da trazeni zbroj moze imati 2,
7, 14, 17 ili 34 pribrojnika.

3. Koje je godine rodena Lovrina teta koja je 1999. navrsila onoliko godina koliki je dvostruki zbroj
znamenki godine njezinog dvadesetog rodendana?

Prvo rjesenje.
Neka je 19ab godina tetinog rodenja.

1. slucaj: Teta je dvadeseti rodendan navrsila u 20. stoljecu.

Tada je 19ab+20= 19(a + 2) b godina njezinog 20. rodendana pa iz uvjeta zadatka vrijedi:
1999-19ab=2-(1+9+a+2+b)

1999-1900-ab=2-(12+a+h)

99-10a—b=24+2a+2h.
Sada je 75 =12a + 3b, odnosno 25 = 4a + b.
Zbroj je neparan ako je jedan pribrojnik paran, a drugi neparan pa je b neparan, tj.

be{1,35,7,9}.
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Promotrimo sve moguénosti pomocu tablice:

b |1 3 5 7 9
da| 24| 22 20| 18 |16
a| 6|0 | 5|l | 4

Godine tetinog rodenja mogu biti 1961., 1955. 1 1949.

2. slucaj: Teta je dvadeseti rodendan navrsila u 21. stoljecu.

U tom slucaju teta se rodila poslije 1979. pa je a <{8,9}.

Ako je a = 8 onda je godina njezinog 20. rodendana vecéa ili jednaka 2000., a manja ili jednaka
2009. tj. 1980 + 20 = 200b je godina tetinog rodendana.

Iz uvjeta zadatka vrijedi:

1999-198b=2-(2+0+0+b)

19-b=4+2b

Sada je 3b = 15, odnosho b = 5.

Godina tetinog rodenja moze biti 1985.

Ako je a =9 onda je godina njezinog 20. rodendana veéa ili jednaka 2010., a manja ili jednaka

2019. tj. 199b + 20 = 201b je godina tetinog rodendana.
Iz uvjeta zadatka vrijedi:

1999-199b =2-(2+0+1+b)

9-b=6+2b

Sada je 3b =3, odnosno b = 1.

Godina tetinog rodenja moze biti 1991.

Lovrina teta se mogla roditi 1949., 1955., 1961., 1985. ili 1991. godine.

Drugo rjesenje.
Zbog uvjeta zadatka Lovrina teta rodila se prije 1999. godine pa je 20. rodendan proslavila prije 2019.
godine.

Od svih prirodnih brojeva manjih od 2019, broj 1999 ima najve¢i zbroj znamenaka pa je dvostruki zbroj
znamenaka najviSe 2-(1+9+9+9)=56. Dakle, Lovrina se teta nije mogla roditi prije 1998 — 56 =

1942. godine.

Budu¢i da u 1999. godini navrSava paran broj godina (dvostruki zbroj znamenaka je paran broj) ona se
rodila u neparnoj godini.

Godina njenog rodenja je oblika 19ab, a<{4,5,6,7,8,9}, be{1,3,5,7,9}.

Prikazimo tablicom sve moguénosti.

Starost 1999 Godina kad Dvostruki zbroj znamenaka
Godina rodenja . ' navrSava 20. godine kad navrSava 20.
godine
rodendan rodendan
1943. 56 1963. 38
1945. 54 1965. 42
1947. 52 1967. 46

10
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1949. 50 1969. 50
1951. 48 1971. 36
1953. 46 1973. 40
1955. 44 1975. 44
1957. 42 1977. 48
1959. 40 1979. 52
1961. 38 1981. 38
1963. 36 1983. 42
1965. 34 1985. 46
1967. 32 1987. 50
19609. 30 1089. 54
1971. 28 1991. 40
1973. 26 1993. 44
1975. 24 1995. 48
1977. 22 1997. 52
1979. 20 1999. 56
1981. 18 2001. 6
1983. 16 2003. 10
1985. 14 2005. 14
1987. 12 2007. 18
1089. 10 2009. 22
1991. 8 2011. 8
1993. 6 2013. 12
1995. 4 2015. 16
1997. 2 2017. 20

Lovrina teta se mogla roditi 1949., 1955., 1961., 1985. ili 1991. godine.

4. U jednakokracnom trokutu ABC kut nasuprot osnovice AB je veli¢ine 80°. Na visini na osnovicu
tog trokuta odabrana je tocka D tako da je |4DBA| =30°. Na duzini BD odabrana jetocka T tako

da je |4TAD| =20°. Odredi veli¢inu kuta /TCA.

RjesSenje.

AABC je jednakokracan, a ZACB je kut nasuprot
osnovice pa je| ZACB|=80°.

Kako je | Z£ACB|=80° kut nasuprot osnovici
jednakokraénog trokuta ABC, onda vrijedi:

|AC|=|BC]| i veli¢ine preostala dva kuta tog trokuta su

| /BAC| =| ZCBA| = (180° —80°): 2 =50°.

Neka je tocka N noziste visine na osnovicu trokuta

ABC.

11
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Kako visina na osnovicu jednakokra¢nog trokuta raspolavlja osnovicu, pravac NC je simetrala osnovice
trokuta ABC pa vrijedi |AD|=|BD| S§to zna¢i da je i trokut ABD jednakokracan. Zato je

| /BAD|=|/DBA| = 30°.

To znaci da je | Z/BDA| =180°—2-30° =120°. <
Promotrimo trokut ATD.

|4DTA| =180° — (120° + 20°) = 40°. D
Odredimo veli¢inu kuta Z/BAT. Uy
|£BAT|=|£BAD|—|£TAD| A N—l

|£BAT|=30°-20°=10°.

B

Odredimo sad kutove trokuta ADC.

Kako je CN simetrala osnovice jednakokra¢nog trokuta ABC, ona je ujedno i simetrala kuta nasuprot
osnovici pa je | ZACD|=80°:2 = 40°.

C
| ~DAC|=|£BAC|-|£BAD|
| ~DAC|=50°-30° = 20°.
D
Sada je | /CDA| =180° — (40° + 20°) =120°, -

Vrijedi: AATD = AADC A

jer imaju zajednicku stranicu AD i odgovarajuce
sukladne kutove uz nju (poucak K-S-K).

|z te sukladnosti slijedi | AT|=|AC]| pa je trokut
ATC jednakokracan.

C
Kut nasuprot osnovice tog trokuta je ZTAC i vrijedi:
D
|£TAC|=50—-10°=40° pa je velitina trazenog kuta
| < TCA =(180°—40°):2=70°.
A = B
N

12
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5. Ema, Filip i Goga podijelili su odredenu svotu novaca. Ema je dobila 56 € i ¢etvrtinu ostatka novaca.
Nakon toga Filip je od preostale svote dobio 78 € i Cetvrtinu novog ostatka. Na kraju je Goga od
preostale svote dobila 90 € i Getvrtinu novog ostatka. Kako Ema, Filip i Goga trebaju podijeliti
preostalih 108 € da svatko od njih dobije jednaku svotu novaca?

Prvo rjeSenje.
Oznac¢imo s X ukupnu svotu novca, 01 prvi ostatak, o, drugi ostatak i o3 treci ostatak.

78 € 0:
Filip |
90 €O Q o
[ Goga,| Tos€

Nakon $to je Goga dobila svoj dio ostalo je % treCeg ostatka, odnosno 108 €.
To znaci da je treci ostatak 144 €.

Goga je dobila 90 € 1 jos %od 144 €, odnosno 90 + 36 = 126 €.

% drugog ostatka je 90 + 144 = 234 €.

Nakon $to je Filip dobio svoj dio ostalo je % drugog ostatka, odnosno 234 €.
To znaci da je drugi ostatak 312 €.

Filip je dobio 78 € i jos %od 312 €, odnosno 78 + 78 = 156 €.
3 .
2 prvog ostatka je 78 + 312 =390 €.

Nakon $to je Ema dobila svoj dio ostalo je % prvog ostatka, odnosno 390 €.
To znaci da je prvi ostatak 520 €.
Ema je dobila 56 € i jo§ %od 520 €, odnosno 56 + 130 = 186 €.

Pocetni iznos je bio 56 + 520 = 576 €.

Goga je dobila 126 €, Filip 156 €, Ema 186 €, a ostalo je 108 €.

Gogi nedostaje 186 — 126 = 60 € da bi imala koliko i Ema.

Filipu nedostaje 186 — 156 = 30 € da bi imao koliko i Ema.

Od ostalih 108 — 90 = 18 € svatko od njih treba dobiti 18 : 3 =6 €.

To znaci da ¢e od preostalih 108 € Goga dobiti 66 €, Filip 36 €, a Ema 6 €.

Drugo rjesenje.

Neka je x svota novaca koju su podijelili Ema, Filip i Goga, a e svota novaca koju je dobila Ema, fsvota
novaca koju je dobio Filip i g svota novaca koju je dobila Goga.

13
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Ema je dobila: Nakon $to je Ema dobila novce ostalo je:
e =56+ = (X —56) x—(42+3xj:
4 4
1 1
4 4
=ly+a2 3v_a2
4 4
Filip je dobio: Nakon $to je Filip dobio novce ostalo je:
1/(3 3 3
= . Ex—42- =X—-42 |-| —x+48 |=
f 78+4 (4x 42 78) (4 ] [16 j
1/(3 3 3
= Z ] Ex— —X—42-—Xx—-48=
f 78+4 [4x lZOj 4 6
9
3 —x-90.
f =78+EX_30 16
f= ix+48.
16
Goga je dobila: Nakon §to je Goga dobila novce ostalo je:
1(9 9 9
= — | —X-= — —X=-90 |- —x+45|=
g=90+ 2 (16)( 90 90) (16 ) [64 )
1(9 9 9
= Z ) Zx— —X-90-—x-45=
g 90+4 (16)( 180) 16 64
27
9 Z_x-135
=90+—x-45 '
i 64 64
9
=—X+45.
g 64
Slijedi:
zx—135:108
64
£X=108+135
64
zx:243/:2—7
64 64
x=576.

Ema, Filip i Goga podijelili su 576 €.

Ema je dobila %-576+42=186 €.
I .3
Filip je dobloE-576+48:156€.

Goga je dobila 6_%1 -576+45=126 €.

Kako je 576 : 3 =192, Ema treba dobiti jo§ 192 € —186 € = 6 €, Filip 192 € —156 € = 36 €, a Goga
192 €—126 €= 66 €.
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DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
Pore¢, 24. — 26. travnja 2023.

7. razred — rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE [ TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Odredi sve uredene parove (a, b) cijelih brojeva za koje je % —% = §

Prvo rjeSenje.
Brojevi a i b su nazivnici razlomaka pa mora biti (a,b) € Z X Z i a # 0, b # 0. Vrijedi

ab+ 5a =5b
a(b+5)=5b

_ 5b 42525
R A

Kako bi a bio cijeli broj, nazivnik b + 5 razlomka mora biti djelitelj brojnika 25. Zato je
b+5¢€{-11,-5,5—25,25}

b € {—6,—4,—10,0,—30,20}
Kako je b # 0,
b € {—6,—4,—10,—30,20}.

b -6 —4 -10 -30 20
30 -20 10 6 4

Trazeni uredeni parovi su (30, —6), (—20,—4), (10,—-10), (6, —30) i (4, 20).

Napomena. Analogno mozemo izraziti
25

b=—5—a_5

Kako je a # 0, dobivamo
a € {4,6,10,—20,30}.

Dobivamo iste parove kao rjesenje.

15
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Drugo rjesenje.
Brojevi a i b su nazivnici razlomaka pa mora biti (a,b) € ZX Zia # 0, b # 0.

1 1_1
a b 5
b—a_l
ab 5
ab =5b —5a

25 =25+ 5b — 5a — ab
25 =5(5 +b) — a(5 + b)

25=0G5-a)(5+D)
Imamo sljedecih Sest moguénosti

5+b -1 1 -5 =25 25
5—a —25 25 -5 -1 1
Kako je a # 0i b # 0, imamo samo sljede¢e moguénosti
b -6 —4 -10 -30 20
30 -20 10 6 4

TraZeni uredeni parovi su (30, —6), (—20,—4), (10,—10), (6, —30) i (4,20).

2. Neka je H je poloviste stranice CD kvadrata ABCD povrsine 36 cm?. Tocka F je sjeciste dijagonala
AC i BD, to¢ka E je sjeciste duzina AH i BD, a to¢ka G je sjeciste duzina AC i BH. Odredi povrsinu
cetverokuta EFGH.

16
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Prvo rjeSenje.

D ¢ Oznagimo s T poloviste stranice BC i nacrtajmo duzinu GT.

|[HC| = |TC]| jer su H i T polovista stranica kvadrata
GC je zajednicka stranica

|#HCG| = |4GCT| = 45° (dijagonala kvadrata
pripada simetrali pravoga kuta)

Trokut HGC i trokut TCG sukladni su prema SKS poucku o
sukladnosti trokuta.

A S g  Tada suinjihove povrsine jednake, tj. vrijedi Payce = Parce

Trokut BTG i trokut TCG imaju sukladne osnovice, |BT| = |TC|, i zajedni¢ku visinu iz vrha G pa su im
jednake povrSine:

Pppre = Parce

Povrsina trokuta HBC je 9 cm? (Cetvrtina povrSine kvadrata) i jednaka je zbroju povrsina trokuta BTG,
TCG i HGC. Vrijedi

PABTG + PATCG + PAHGC =9 sz.

Stoga je povrsina svakog od trokuta BTG, TCG i HGC jednaka 3 cm?, tj. vrijedi
PABTG = PATCG = PAHGC =3 Cl’l’lz.

Povrsina trokuta HFC je 4.5 cm? jer je taj trokut osmina Citavog kvadrata.

Stoga povrSina trokuta HGF iznosi
PAHGF = PAHFC - PAHGC = 4‘5 - 3 = 15 sz.

Pravac HF je os simetrije kvadrata ABCD pa je povrsina ¢etverokuta EFGH
Pergy = 2+ 1.5 = 3 cm?.
Napomena. Postoje i mnogi drugi nacini da se kvadrat podijeli na manje trokute.
Povrsina trokuta BCF je 9 cm? (&etvrtina povrsine kvadrata), pa je
Pager = Papcr — Pagre — Parce = 3 cm’.
Neka je S poloviste stranice AB. Povrsina trokuta SBH je 9 cm? (etvrtina povrsine kvadrata).
Povrsina trokuta SBF je 4.5 cm? (osmina povrsine kvadrata), pa je povriina trokuta FGH je

Pargr = Pasgu — Paper — Passr

Prrgy =9 —3—45=15cm?

17
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Drugo rjeSenje.

Promotrimo trokut ACD.

Tocka H poloviste je stranice DC, a to¢ka F sjeciste je dijagonala kvadrata pa je ujedno i poloviste
stranice AC. Dakle, duzine AH i DF teZisnice su toga trokuta i sijeku se u tocki E. Zakljuéujemo da je
tocka E teziste trokuta ACD.

Teziste dijeli tezisnicu AH u omjeru 2 : 1. Neka je |AE| = 2x, a |EH| = x.
Neka je v duljina visine iz vrha D trokuta AHD na stranicu AH.

Uoc¢imo da je tada v i duljina visine trokuta AED i trokuta EHD.

Tada povrsina trokuta AED je

2x-v
PAAED= 2 =X V.

Povrsina trokuta EHD je
X-v
Prgnp = B

Dakle, Pyagp = 2Pagup-
Povrsina trokuta AHD je 9 cm? (etvrtina povrsine kvadrata ABCD).
Povrsina trokuta AHD zbroj je povrsina trokuta AED i EHD:
Praep + Pagup = Paanp
2Ppgyp + Papup = 9 cm?
3Ppgyp = 9 cm?
Ppgp = 3 cm?®

Pravac HF je os simetrije kvadrata ABCD, te su trokuti EHD i GCH medusobno osnosimetri¢ni
obzirom na taj pravac i zato sukladni. Njihove su povrsine tada jednake, to jest

_ _ 2
Ppgup = Pagen = 3 cm”.

Promotrimo trokut FCD. Njegova je povr§ina 9 cm? (&etvrtina povrsine kvadrata ABCD).

Povrsina trokuta FCD jednaka je zbroju povrSina trokuta EHD, Cetverokuta EFGH i povrsini trokuta
GCH, to jest vrijedi:

Ppgrp + Pereu + Pagen = Parcp

3cm2+PEFGH+3cm2=9cm2

PEFGH = 3 sz
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3. Koliko ima peteroznamenkastih prirodnih brojeva n kojima je zbroj koli¢nika i ostatka pri dijeljenju
sa 100 djeljivs 11?

Prvo rjeSenje.
Pri dijeljenju peteroznamenkastog broja n sa 100, prve tri znamenke broja n ¢ine koli¢nik a, a
posljednje dvije ostatak b. Tada je 100 <a <999i0< b <99

Brojeva a ima 999 — 99 = 900, tj. broj a se moze odabratina 9 - 10 - 10 = 900 nacina.

Za svaku mogucénost za broj a, promatramo i prebrojavamo moguénosti za broj b.

a b
100 10,21, ...,98 9 nadina
109 1,12,...,89 9 nacina
110 0,11,22,...,99 10 nacina
111 10,21, ...,98 9 nacina
120 1,12,...,89 9 nadina
121 0,11, 22,...,99 10 nacina

Kako bi zbroj a + b bio djeljivs 11, za svaki od 900 odabira broja a, broj b moze se odabrati na barem
onoliko nacina koliki je nepotpuni koli¢nik brojeva 100 i 11, to jest na 9 nacina.

Kada je a € {110,121,132,...,990}, tj. kada je a djeljiv s 11, broj b se moze odabrati na jo§ jedan,
deseti nacin.

Brojeva a koji pripadaju skupu {110,121,132,...,990} ima onoliko koliki je nepotpuni koli¢nik
brojeva 900 i 11, to jest 81.

Trazenih brojeva n ima
900 -9 + 81 = 8100 + 81 = 8181.

Drugo rjesenje.
Prema uvjetu zadatka je
n=100-a+b
Umnozak 99 - a je djeljiv s 11 jer je faktor 99 djeljiv s 11 (djeljivost umnoska).
Pribrojnici 99a i a + b su djeljivi s 11, pa je i zbroj
99a +a+b=100a+b
djeljivs 11.
Kako je 100a + b = n, trebamo odrediti koliko je peteroznamenkastih brojeva n koji su djeljivi s 11.
Peteroznamenkastih brojeva n ima 99 999 — 9 999 = 90 000 tj. broj n moZe se odabrati na
9-10-10-10-10 = 90 000 nacina.
Brojeva n s trazenim svojstvom ima onoliko koliki je nepotpuni koli¢nik brojeva 90000 i 11, tj. 8181.
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4. Humanitarno je drustvo od prodaje 150 karata za dobrotvornu predstavu zaradilo 2023 €. Vise od
100 karata prodano je po punoj cijeni, koja ima cjelobrojni iznos. Preostale su karte prodane ,,u pola
cijene®. Kolika je zarada od karata prodanih po punoj cijeni?

Rjesenje.

Neka je x cijena karte koja je prodana po punoj cijeni, x € N.
Tada je g cijena karte koja je prodana ,,u pola cijene*.

Neka je y broj karata koje su prodane po punoj cijeni.

Tada je 150 — y broj karata koje su prodane ,,u pola cijene®.

Zarada od prodaje karata je, tada:
X
x-y+§- (150 — y) = 2023.
Slijedi
X
x-y+75x—§-y=2023

2xy + 150x — xy = 4046
xy + 150x = 4046
x-(y+150) = 4046
Broj karata prodanih po punoj cijeni je ve¢i od 100 i manji od 150,

100 < y < 150,
pa je
250 < y + 150 < 300.

Kako je x € N, slijedi da je y + 150 djelitelj broja 4046, a kako je rastav broja 4046 na proste faktore
4046 = 2-7-17 - 17, jedina moguénost je y + 150 = 289, tj. y = 139

Tada je x = 4046:289 = 14.
Zarada od karata koje su prodane po punoj cijeni je 14 - 139 = 1946 €

Napomena. Iz jednadzbe
x-(y+150) = 4046

moguce je odrediti rjesenje provjerom svih slucajeva
x €{1,2,7,14,17,34,119, 238, 289,578, 2023, 4046}.
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5. Natetivi AB kruznice k nalazi se tocka C tako da je |AC| = 2 - |CB]|. Tetiva DE kruZnice k okomita
je na tetivu AB i sijece ju u tocki C. Ako je F poloviste duzine AC, dokazi da je
DF 1L AE i EF 1 AD.

Rjesenje.
l. DokaZimo da je DF 1 AE

Promotrimo trokute ADBC i ADCF:

e stranica DC im je zajednicka
e |CB| = |FC]|
e |&DCB| = |4FCD| = 90°

Prema SKS poucku trokuti su sukladni, ADBC = ADFC.
Tadajei|4BDC| = |4CDF| = a.

Neka je tocka G sjeciste pravaca DF i AE.
Promotrimo trokute AGAF i ACFD:

e |AFAG| = |4BDC| = a jer su to dva obodna kuta
nad tetivom BE paje i |4FAG| = |4CFD| = a
e |AGFA| = |4DFC| = B jer su to vr$ni kutovi

Trokuti AGAF i ACFD imaju dva kuta jednake veli¢ine pa je i

|4AGF| = |4FCD| = 90°,
odnosno DF L AE, §to je i trebalo dokazati.

1. DokaZimo da je EF 1L AD

Dokaz provodimo analognim razmisljanjem kao i za dokaz da je DF 1 AE.

Promotrimo trokute AFCE i ACBE: stranica CE im je
zajednicka, |CB| = |FC| i |4ECF| = |4BCE| = 90°.
Prema SKS poucku trokuti su sukladni, AFCE = ACBE.
Tada je i |A#CEB| = |4FEC| =y.

Neka je tocka H sjeciste pravaca EF i AD.
Promotrimo trokute AAHF i AFCE:

e |AHAF| = |ADEB| = y jer su to dva obodna kuta
nad tetivom DB pa je i |#HAF| = |AFEC| =y
e |4AFH| = |4CFE| = & jer su to vr$ni kutovi

Trokuti AAHF i AFCE imaju dva kuta jednake veli¢ine pa
jei

|AFHA| = |4ECF| = 90°,

odnosno EF L AD, sto je i trebalo dokazati.

Napomena: Drugi dio dokaza moze se provesti, koriste¢i dokazano u prvom dijelu, pomoc¢u ortocentra.
Promotrimo AADE. Duzine AC i DG su visine tog trokuta i sijeku se u toc¢ki F (ortocentru). I visina iz
vrha E mora prolaziti ortocentrom F. Stoga je EF L AD, $to je i trebalo dokazati.
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DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
Pore¢, 24. — 26. travnja 2023.

8. razred — rjesenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE [ TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

6. Na raspolaganju imamo dvije legure bakra i cinka. Omjer mase bakra i cinka u jednoj je leguri
5:2,audrugoj 3 : 4. Koliko kilograma od svake legure valja uzeti kako bismo nacinili 35 kg nove
legure s jednakom koli¢inom bakra i cinka u njoj?

Prvo rjesenje.
Neka je x kg masa prve legure koju treba uzeti i neka je y kg masa druge legure koju treba uzeti. Tada
jex+y = 35.

Kako je omjer bakra i cinka u prvoj leguri 5 : 2, znaéi da x kg legure sadrzi 7 jednakih dijelova, pri
¢emu 5 takvih jednakih dijelova ¢ini bakar, a 2 takva jednaka dijela ¢ini cink.

Zato x kg prve legure sadrzi %x kg bakra i éx kg cinka.

Analogno, zbog omjera 3 : 4 u drugoj leguri zaklju¢ujemo da y kg legure sadrzi 7 jednakih dijelova, pri
¢emu 3 takvih jednakih dijelova Cini bakar, a 4 takva jednaka dijela ¢ini cink.

To znaci da y kg druge legure sadrzi %y kg bakra i gy kg cinka.

Kako u novoj leguri mora biti jednaka koli¢ina bakra i cinka, vrijedi jednakost

5 3.2 .4
X Ty T gxTgY

MnoZenjem sa 7 dobivamo:

5x +3y=2x+4y

5x —2x =4y — 3y

3x=y

Zamjenom vrijednosti za y u jednakost x + y = 35 dobivamo redom jednakosti:
x+3x =35

4x = 35

x =35:4=8.75,

pa zbog 3x = y slijedidaje y = 3-8.75 = 26.25.

Prema tome, valja uzeti 8.75 kg prve legure i 26.25 kg druge legure kako bismo dobili 35 kg nove
legure u kojoj ¢e biti jednaka kolicina bakra i cinka.
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Drugo rjeSenje.
Neka je x kg masa prve legure koju treba uzeti. Tada je (35 — x) kg masa druge legure koju treba uzeti.

Kako je omjer bakra i cinka u prvoj leguri 5 : 2, zna¢i da x kg legure sadrzi 7 jednakih dijelova, pri
¢emu 5 takvih jednakih dijelova ¢ini bakar, a 2 takva jednaka dijela ¢ini cink.

Zato x kg prve legure sadrzi gx kg bakra i %x kg cinka.

Analogno, zbog omjera 3 : 4 u drugoj leguri zaklju¢ujemo da (35 — x) kg legure sadrZi 7 jednakih
dijelova, pri ¢emu 3 takvih jednakih dijelova ¢ini bakar, a 4 takva jednaka dijela ¢ini cink.

To znaci da (35 — x) kg druge legure sadrzi ; (35 — x) kg bakra i ; (35 — x) kg cinka.
Kako u novoj leguri mora biti jednaka koli¢ina bakra i cinka, vrijedi jednakost
35

5 3 . 2 4 35 .
;x+;(35—x) = 2 bakar ili ;x+;(35—x) == za cink.

Mnozenjem s 14 dobivamo:

10x + 6(35 — x) = 245 4x +8(35 —x) = 245
10x — 6x = 245 — 210 4x — 8x = 245 — 280
4x = 35 —4x = =35

x =875 x =875

IzraCunamo masu druge legure:
35 —x =35 —-8.75 = 26.25

Prema tome, valja uzeti 8.75 kg prve legure i 26.25 kg druge legure kako bismo dobili 35 kg nove
legure u kojoj ¢e biti jednaka koli¢ina bakra i cinka.

7. Cetverokut ABCD ima paralelne stranice AB i CD i vrijedi |[AB| = 25 cm, |CD| = 11 cm, |BC| =
15cmi |AD| = 13 cm. Dokazi da je |2ACB| = 90°.

Prvo rjesenje.
Skica:
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Vrhom C nacrtamo pravac p tako da jep || AD.
Neka je tocka E presjek pravca p i stranice AB.

Cetverokut AECD je paralelogram, pa slijedi da je |CE| = |AD| = 13 cm, |AE| = |CD| =11 cm i
|EB| = 25 — 11 = 14 cm.

Zbog 152 < 132 + 142, trokut EBC je Siljastokutan.
Neka je tocka F noziste visine iz vrha C na stranicu AB trokuta ABC.
Neka je |[EF| = x i |CF| = v. Tada je |FB| = 14 — x.

Primjenom Pitagorina poucka na pravokutni trokut EFC i na pravokutni trokut FBC dobivamo ove dvije
jednakosti:

v? =132 — x2

v? =152 — (14 — x)?

Zbog jednakosti lijevih strana nuzno slijedi jednakost desnih strana pa imamo redom:
152 — (14 — x)? = 132 — x?

225 — (196 — 28x + x?) = 169 — x?

29 + 28x — x2 = 169 — x?

28x = 140

x=5cm

Iz jednakosti v? = 132 — x? dobivamo da je v = 12 cm.

Primjenom Pitagorina pouc¢ka na trokut AFC dobivamo |AC|? = v? + |AF|2.
Kako je |AF| = |AE| + |EF|, slijedi da je |AF| =11+ 5 =16 cm.

Zbog toga je |AC|? = 122 + 162, tj. |AC| = 20 cm.

Primijenimo obrat Pitagorina poucka na trokut ABC:

|AB|? = |AC|? + |BC|?

252 = 202 + 152

625 = 400 + 225

625 = 625

Zaklju¢ujemo da je trokut ABC pravokutan s pravim kutom nasuprot stranici AB, a to znaci da je
|2ACB| = 90°.

24



Drzavno natjecanje 2023. godine, 5. razred

Drugo rjeSenje.
Skica:

v v

A T E F B
Iz to¢ke C nacrtamo okomicu CF na duZinu AB, a iz to¢ke D nacrtamo okomicu DE na duzinu AB.
Cetverokut EFCD je pravokutnik, pa slijedi da je |EF| = |CD| = 11 cm.

Neka je |AE| = x i |CF| = |DE| = v. Tadaje |[FB| =25 —x —11 = 14 — x.

Primjenom Pitagorina poucka na pravokutni trokut AED i na pravokutni trokut FBC dobivamo ove dvije
jednakosti:

v? =132 — x?

v? =152 — (14 — x)?

Zbog jednakosti lijevih strana nuzno slijedi jednakost desnih strana pa imamo redom:
152 — (14 — x)?2 = 132 — x2

225 — (196 — 28x + x?%) = 169 — x?

29 4+ 28x — x? = 169 — x?

28x = 140

x=5cm

Iz jednakosti v2 = 132 — x? dobivamo da je v = 12 cm.

Primjenom Pitagorina pouc¢ka na trokut AFC dobivamo |AC|? = v? + |AF|?.
Kako je |AF| = |AE| + |EF|, slijedi da je |AF| =11 + 5 =16 cm.

Zbog toga je |AC|? = 122 + 162, tj. |AC| = 20 cm.

Primijenimo obrat Pitagorina poucka na trokut ABC:

|AB|? = |AC|? + |BC|?

252 =202 + 152

625 = 400 + 225

625 = 625

Zakljuéujemo da je trokut ABC pravokutan s pravim kutom nasuprot stranici AB, a to znaéi da je

|£ACB| = 90°.
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Razmotrimo i moguénost da su nasuprotni kutovi ¢etverokuta tupi. Uzimajuci u obzir zadane duljine
stranica ¢etverokuta, to je moguce jedino ako su tupi kutovi pri vrthovima A i €. U ovom slucaju bi iz
tocke A nacrtali okomicu AE na stranicu CD i skica bi izgledala ovako:

D r FE C

v v

A F B
Cetverokut AFCE je pravokutnik.
Iz |EC| = 11 — x slijedi |[FB| = 25 — (11 — x) = 14 + x.

Primjenom Pitagorina poucka na pravokutni trokut AED i na pravokutni trokut FBC dobivamo
jednakosti:

v? =132 — x2

v? =152 — (14 + x)?

Zbog jednakosti lijevih strana nuzno slijedi jednakost desnih strana pa imamo redom:
152 — (14 + x)? = 132 — x?

225 — (196 + 28x + x?%) = 169 — x?

29 — 28x — x? = 169 — x?

—28x = 140

x=-5

Buduc¢i da duljina stranice ne moze biti negativna, zaklju¢ujemo da je ovaj slucaj nemoguc.
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8. Povrsina trokuta AABC je 27. Na stranici BC izabrana je tocka D kojom prolaze pravci paralelni
sa stranicom AB i stranicom AC. Stranicu AB pravac sije¢e u to¢ki E, stranicu AC u to¢ki F, a razlika
povrsina trokuta AEBD i AFDC je 9. Izratunaj povrsine trokuta AEBD i AFDC.

RjesSenje.
Skica:

A E B
Buduc¢i da stranice leze na paralelnim pravcima, AABC, AFDC i AEBD su medusobno sli¢ni.

Oznaéimo povrsine trokuta AEBD, AFDC i AABC redom Py, P, i P;, a duljine stranica EB, FD i AB
redomaq, a, i as.

Zbog sli¢nosti trokuta postoje koeficijenti sliCnosti k; i k, takvi da je a; = kqaz | a, = kyas.
Kako je a; + a, = ags, slijedida je kya; + k,as; = as, tj. k; +k, = 1. (D)
Zbog sli¢nosti trokuta takoder vrijedi P; = klzP3 i P, = k22P3.

Kako je P; = 27 irazlika povrsina AEBD i AFDC iznosi 9, slijedi

k%27 — ky? 27 = 9, 4. ky 2 — k2 =§. )

Rastavimo razliku kvadrata na faktore:

1
(ky + kp) (kg — k) = 3

Kako je prema (1) k; + k; = 1, zakljucujemo da je ky —k; = 3.

Rjesavanjem sustava
k1 + kz =1

kl_k2=

W[ =

dobivamo da je 2k, = g, tfj. ki = é k, = %
2
Povrina AEBD je P, = (3) -27 =3-27 = 12.

2
Povrsina AFDC je P, = (1) -27 =327 =3.
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9. Odredi sve prirodne brojeve k koji se mogu prikazati kao razlika kvadrata dva prirodna broja.
RjeSenje.
Ako je k = 21 + 1, gdje je [ prirodan broj, tada imamo
k=2l+1=(+1)*-1%
Ako je k = 41, gdje je I = 2 prirodan broj, tada imamo
k=4l=(0+1)2%-(-1)>~

Iz rastava k = m? —n? = (m + n)(m — n), slijedi da ne moze biti k = 1, jer bi tada oba brojam + n
I m — n trebala biti jednaka 1, §to je nemoguce, a takoder niti k = 4, jer bi tada oba brojam + n i
m — n trebala biti jednaka 2, s obzirom da su m + n i m — n iste parnosti.

Pretpostavimo da prirodan broj k = 41 — 2 = 2(21 — 1), gdje je l prirodan broj, mozemo prikazati kao
razliku kvadrata, tj.

k =m?—n? = (m+n)(m—n).

To bi znacilo da je to¢no jedan od brojeva m + n i m — n paran, §to je nemoguce, jer su oni uvijek iste
parnosti.

Dakle, svi prirodni brojevi koji se mogu prikazati kao razlika kvadrata su oblika k = 21 + 1, gdje je [
prirodan broj i k = 41, gdje je [ > 2 prirodan broj.

10. Koliko ima djelitelja broja 303° koji zavrsavaju s to¢no 15 nula?
Rjesenje.

Djelitelji broja 303° s oblika 243”2 5¢ pri ¢emu su a, b,c = 0, 1,2, ..., 30.

Da bi takav djelitelj zavrsio s to¢no 15 nula, oba broja a i ¢ moraju biti jednaka 15 ili jedan od njih
mora biti jednak 15, a drugi mora biti ve¢i od 15.

U slucaju kad su oba broja a i ¢ jednaki 15, takvih djelitelja ima 31. (zab =0, 1,2, ...,30.)

U sluéaju kad je a = 15 i ¢ > 15, takvih djelitelja ima 31 - 15, a jednako toliko ih ima u slu¢aju kad je
c=151ia > 15.

Ukupan broj djelitelja broja 3030 s traZenim svojstvom je

31-(15+ 15+ 1) = 312 = 961.

28



